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На основе подхода [1, 2] уравнения управ-
ляемых вращений в проекциях на оси связанной
с фиксированным твердым телом системы коор-
динат (уравнения Эйлера) могут быть представле-
ны в виде [1−3]:
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Здесь p, q, r − проекции вектора абсолютной уг-
ловой скорости ωωωωω на связанные оси, J = diag (A1 ,
A2 , A3 ) − тензор инерции невозмущенного тела,
Mp ,  Mq ,  Mr − проекции вектора управляющего мо-
мента сил M; G = Jωωωωω − кинетический момент тела.
Считается, что момент сил диссипации пропорци-
онален кинетическому моменту Mr = −χJωωωωω, где
χ − некоторый постоянный коэффициент пропор-
циональности, зависящий от свойств среды. Пред-
полагается, что допустимые значения момента
управляющих сил M ограничены сферой [2]
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где b − скалярная функция, ограниченная в рас-
сматриваемой области изменения аргументов t,
G согласно условиям (2).

Введенные в (1) обозначения F, D выража-
ются через параметры системы следующим об-
разом:
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где m − масса подвижной точки, ρ − расстояние
от центра масс недеформированной системы до
точки крепления. Постоянные  ,2 mc=Ω =λ

mδ=  определяют частоту колебаний и скорость
их затухания соответственно; c − жесткость (коэф-
фициент упругости), δ − коэффициент вязкости
демпфера. Рассматривается случай сильного дем-
пфера, следуя работе [1], .22 ω>>λω>>Ω

Ставится задача оптимального по быстродей-
ствию торможения вращений
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Требуется найти оптимальный закон управле-

ния в виде синтеза u = u(t, ωωωωω), соответствующую
ему траекторию ωωωωω(t, t0 , ωωωωω0) и время быстродей-
ствия T = T(t0 , ωωωωω0), а также функцию Беллмана
задачи W = T(t, ωωωωω) − t.

На основе динамического программирования
и неравенства Шварца синтез оптимального по
быстродействию управления имеет вид [2]:
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Домножим первое уравнение (1) на A1 p, вто-

рое − на A1 q, третье − на A3 r и сложим. Получим
скалярное уравнение вида
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При b = const решение уравнения и краевой
задачи (6) записывается следующим образом:
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Здесь t − текущее время процесса торможения,
T − время быстродействия.

Подстановка известного выражения для G в
третье уравнение (1) приводит к элементарному
нелинейному уравнению относительно r:

.)]([ 22
3

222
3

1
1

1 rAGDrAAbGrr −+χ+−= −−−& (8)
Вектор кинетического момента G при

проектировании на главные центральные оси
инерции тела приводит к выражению A3 r =
Gcos θ, где θ − сферический угол. Уравнение
(8) после перехода к неизвестной θ может быть
записано в виде
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Решение уравнения (9) записывается следую-

щим образом:
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OPTIMAL ROTATION DECELERATION OF A SYMMETRIC BODY WITH MOVABLE MASS
IN A RESISTANT MEDIUM

Ya.S. Zinkevich, D.D. Leshchenko, A.L. Rachinskaya

A minimum-time problem on deceleration of rotation of a rigid body is studied. The body is assumed to contain a viscous-
elastic element, which is modeled as a movable point mass attached to the body via a damper. In addition, the body is subjected
to a retarding torque generated by linear medium resistance forces. In an unformed state, the body is assumed to be dynamically
symmetric, with the mass being located on the symmetry axis. An optimal control law for deceleration of rotation of the body
is synthesized, and the corresponding time and phase trajectories are determined.
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Проведен анализ вращений тела в эквато-
риальной плоскости.

Численный расчет показал, что характер пове-
дения обезразмеренной функции θ(τ), τ = χt в дан-
ной задаче совпадает с характером поведения фун-
кции изменения сферического угла для твердого
тела с подвижными внутренними массами [1].

Основные результаты работы получены вмес-
те с Л.Д. Акуленко.
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