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Аннотация. Исследуется возмущенное движение волчка Лагранжа под 

действием возмущающих моментов, зависящих от медленного времени. 

Получена усреднённая система уравнений первого приближения для медленных 

переменных. Усредненные системы проинтегрированы численно при разных 

начальных условиях и параметрах задачи. 

Ключевые слова: возмущенное движение, усреднение, момент.  

Abstract. We investigate perturbed motion of Lagrange top under the action of 

perturbation torques depending on slow time. A first approximation averaged system 

of equations of motion is obtained  for slow variables. Numerical solutions of the 

averaged system are constructed for different initial conditions and parameters of the 

problem. 

Key words: perturbed motion, averaging, torques. 

Введение. Вращения твердого тела относительно неподвижной точки 

могут быть достаточно строго сформулированы в рамках динамических 

моделей твердого тела в случае Лагранжа, который является опорным. 



Исследование моделей проводится путем учета определённых возмущающих 

факторов [1-3]. В прикладном аспекте анализ вращательных движений тел 

относительно неподвижной точки важен для решения задач космонавтики, 

гироскопии, технологии. 

Основные результаты. Рассмотрим возмущённое движение твердого тела 

близкое к случаю Лагранжа под действием возмущающего момента сил. 

Уравнения движения имеют вид: 
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Здесь , ,p q r – проекции вектора угловой скорости тела на главные оси 

инерции тела; величины ( 1,2,3)iM i =  – проекции вектора возмущающего 

момента на те же оси, они зависят от медленного времени tτ ε=  ( 1ε   – малый 

параметр, t – время); , ,ψ θ ϕ  – углы Эйлера;  A – экваториальный, C – осевой 

момент инерции тела относительно точки O ; m – масса тела, g – ускорение 

силы тяжести, l – расстояние от неподвижной точки O  до центра тяжести тела. 

Ставится задача исследования асимптотического поведения решений 

системы (1) при малом ε   на интервале времени порядка 1ε − , с помощью 

метода усреднения. 

Для решения поставленной задачи применяется методика, разработанная 

Л.Д. Акуленко, Д.Д. Лещенко, Ф.Л. Черноусько [1]. Данная методика 

используется для усреднения системы (1) при возмущениях, зависящих от 

медленного времени τ и допускающих усреднение по углу нутации θ. 

Усредненная система уравнений примет вид:  

( ) 0
1 2 3, , , (0) , 1,2,3i

i i i
du U u u u u u i
dτ

= = = .                        (2) 

Здесь 1 2 3, ,u u u  − вещественные корни кубического многочлена [4] 
2 2 2 2

1 2 3( ) [(2 2 )(1 ) ( ) ], 1 1 ,zQ u A H Cr u u A G Cru u u uµ−= − − − − − − ≤ ≤ ≤ ≤ < +∞   



zG  – проекция вектора кинетического момента на вертикаль Oz , H  – полная 

энергия тела. 

Рассмотрим возмущенное движение близкое к случаю Лагранжа под 

действием внешней среды. Примером может служить внешняя среда, медленно 

изменяющая свойства вязкости вследствие изменения плотности, температуры, 

состава среды. Возмущающие моменты ( 1,2,3)iM i =  являются линейно-

диссипативными и медленно изменяются во времени: 
2

1 2 3( ) , ( ) , ( ) , ( ), ( ) 0,M a p M a q M b r a b tτ τ τ τ τ τ ε= − = − = − > = ,                (3) 

( ), ( )a bτ τ – интегрируемые функции, зависящие от свойств среды. 

Первые три уравнения (1) с учетом (3) удовлетворяют условиям 

используемой методики [1] и приводятся к виду: 
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Рассмотрены случаи, когда  ( ), ( )a bτ τ  имеют вид: 

а)  0 1( ) ,a a aτ τ= +  0 1( ) ,b b bτ τ= +  0 1 0 1, , ,a a b b const− ;                               (5) 

б) 0 1( ) ,a a a e σττ −= + ∆  0 1( ) ,b b b e σττ −= + ∆  0 1 0 1, , , ,a a b b constσ∆ ∆ − .           (6) 

При условии (6) усредненная система (2) записывается следующим 

образом: 
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Здесь величины 1 2,δ δ  в начальный момент определяются по начальным 

условиям для ,zG r ; sn – эллиптический синус, k – модуль эллиптических 

функций, ( ), ( )E k K k – полные эллиптические интегралы первого и второго 

рода. 

После решения и исследования системы (7) для iu  исходные переменные  

, ,zG H r  восстанавливаются по формулам (8). 

Усредненная система (2), с учетом условий (5, 6), проинтегрирована 

численно при разных начальных условиях и параметрах задачи. Рассмотрим 

три случая, соответствующие следующим начальным данным: 

а)  0 0 0 0 0
1 2 30.913, 0.996, 1.087, 5u u u θ= = = = ;                                             (9) 

б) 0 0 0 0 0
1 2 30, 0.5, 2, 60u u u θ= = = = ;                                                          (10) 

в) 0 0 0 0 0
1 2 30.992, 0.985, 2.992, 170u u u θ= − = − = = .                                    (11) 

Предполагается, что в начальный момент волчок Лагранжа получил 

угловую скорость вращения относительно оси динамической симметрии, 

равную 0 3r = , кроме того 0 00.125, 0.1,a b= =  1 1 1 1 1 ,a a b b ε η= ∆ = = ∆ =  0.1,σ =  

1,η =  1.5,A =  1, 0.5C µ= = . Численный расчет был проведен при различных 

значениях 4
1 0,...10ε − ∈   . На рисунке 1-3 изображены графики функций 

( 1,2,3)iu i = , , ,zG H r . При 1 0ε =  усредненные системы упрощаются и 

соответствуют случаю линейной диссипации с постоянными коэффициентами 

[1]. 



Построены графики функций ( 1,2,3)iu i = , , ,zG H r  (рис.1), полученные  в 

результате интегрирования системы (2), в случае линейно-диссипативного 

момента вида (5), при начальных условиях (9). Величина 3u  достаточно быстро 

стремится  к 1. Проекция вектора кинетического момента zG  и угловая скорость 

вращения r  убывают медленнее, нежели полная энергия тела H . 

На рис. 2 приведен результат численного интегрирования системы (7) при 

начальных условиях (10). Как и на рис. 1 полная энергия тела, проекция вектора 

кинетического момента на вертикаль, угловая скорость вращения относительно 

оси динамической симметрии монотонно убывают. Величина 2u  медленнее 

стремится к  -1, чем  1u . 

 
             Рис. 1. Случай (5), (9).                         Рис. 2. Случай (6), (10). 

 
  Рис. 3. Случай (6), (11). 
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В случае начальных значений (11) результат численного интегрирования 

системы (7) изображен на рис. 3. Полная энергия H  убывает, приближаясь к 

значению 0.5H = − . Проекция вектора кинетического момента zG  монотонно 

возрастает и стремится к нулю. Графики функций 1u  и 2u  совпадают, но при 

численном сопоставлении отличаются в третьем знаке после запятой.  

Заключение. При сравнении полученных результатов можно отметить, 

что при определенных начальных условиях в случае (5) проекция вектора 

кинетического момента zG  быстрее убывает к нулю, чем в случае (6). Полная 

энергия тела монотонно убывает. Правильность счёта контролировалась тем, 

что полученные по численным данным и формулам (8) значения для r  

практически совпадают с точным решением. Под действием возмущающего 

момента (3) твердое тело стремится к устойчивому нижнему положению 

равновесия. 
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