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* Введение. Естественное развитие исследова�
ния задач динамики и управления движением
твердых тел вокруг неподвижной точки состоит в
учете того обстоятельства, что тела не являются
абсолютно твердыми (жесткими), а в некотором
смысле близки к указанным идеальным моделям.
Необходимость анализа влияния различных не�
идеальностей обусловлена ростом требований к
точности решения практических задач космонав�
тики, гироскопии и др. Влияние неидеальностей
может быть выявлено на основе асимптотических
методов нелинейной механики (сингулярных
возмущений, усреднения и др.). Оно сводится к
наличию дополнительных возмущающих момен�
тов в уравнениях движения Эйлера фиктивного
твердого тела. Анализу пассивных движений твер�
дого тела с полостью, заполненной вязкой жидко�
стью, и в сопротивляющейся среде уделялось зна�
чительное внимание [1�5]. Проблеме управления
вращениями “квазитвердых” тел посредством со�
средоточенных моментов сил, имеющих значения
для приложений, уделялось недостаточное внима�
ние. Удалось выделить класс систем, приводящих к
гладким управляющим воздействиям и дающих
возможность применения методов сингулярных
возмущений без накопления погрешностей типа
“погранслоев” [6, 7].

Ниже исследуется задача оптимального по
быстродействию торможения вращений динами�
чески симметричного тела со сферической поло�
стью, заполненной жидкостью большой вязкости
(при малых числах Рейнольдса). Кроме того, на

* Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ
(проекты № 08�01�00180, 08�01�00234, 09�01�00582) и
Программы поддержки ведущих научных школ (проект
НШ.4315.2008.1).

твердое тело действует малый тормозящий мо�
мент сил вязкого трения. Управление вращениями
производится с помощью момента сил, ограни�
ченного по модулю. Рассматриваемая ниже модель
обобщает исследованные ранее в работах [6–8].

1. Постановка задачи оптимального управления.
На основе подхода [1, 7] уравнения управляемых
вращений в проекциях на оси, связанной с фик�
сированным твердым телом системы координат
(уравнения Эйлера), могут быть представлены в
виде [1, 3, 4, 7]

(1.1)

Здесь , ,  – проекции вектора абсолютной уг�
ловой скорости ω на связанные оси, J =
=  – тензор инерции невозмущенного
тела,  – проекции вектора управляющего
момента сил ; кинетический момент тела

ω, его модуль

, .

Для упрощения задачи в систему (1.1) внесено
структурное ограничение. Считается, что диаго�
нальный тензор момента сил вязкого сопротивле�
ния пропорционален тензору момента сил инер�
ции, т.е. момент сил диссипации пропорциона�
лен кинетическому моменту.

Предполагается дополнительно, что допусти�
мые значения момента управляющих сил  огра�
ничены сферой [7] 
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где  – скалярная функция, ограниченная в рас�
сматриваемой области изменения аргументов , 
согласно условиям (1.2). Эта область определяет�
ся априори или может быть оценена через началь�

ные данные для , .
Введенные в (1.1) обозначения ,  выража�

ются через параметры системы следующим обра�
зом:

, .

Коэффициенты ,  в (1.1) характеризуют мо�
мент сил, обусловленный движениями сильно
вязкой жидкости в полости,  – объемная плот�
ность,  – кинематический коэффициент вязко�
сти,  – коэффициент, определяемый формой
полости; для сферической полости радиуса  он

равен  [1]. Основное допущение –
предположение о малости числа Рейнольдса 

. (1.3)

Здесь  – характерный линейный размер полости
( ),  – характерная скорость, а  – некото�

рый временной масштаб ( ). Если взять за
единицу длины и времени  и  соответственно,
то, согласно (1.3), кинематическая вязкость  яв�
ляется большим параметром,  [1]. Заметим
также, что масса жидкости может быть значитель�
ной, сравнимой с массой системы.

Сопротивление, действующее на тело, можно
представить парой приложенных сил. При этом
проекции момента этой пары на главные оси
инерции тела суть величины , ,  [3, 4],
где  – некоторый постоянный коэффициент про�
порциональности, зависящий от свойств среды.

Итак, в квазистатическом приближении мо�
мент со стороны вязкой жидкости в полости опре�
деляется мономами компонент вектора  третьей
степени. Малый тормозящий момент сил вязкого
трения является линейным относительно угловой
скорости возмущением. Математическая модель
управляемых вращений квазитвердого тела по�
строена в виде уравнений Эйлера (1.1).

Ставится задача оптимального по быстродей�
ствию торможения вращений 

, , . (1.4)
Требуется найти оптимальный закон управле�

ния в виде синтеза , соответствующую

ему траекторию  и время быстродей�

ствия , а также функцию Беллмана за�
дачи .

2. Решение задачи оптимального торможения.
Отметим, что момент сил, обусловленный вязкой
жидкостью в полости, является внутренним для
фиктивного тела, а момент сил вязкого трения –
внешним. На основе динамического программи�
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рования синтез оптимального по быстродей�
ствию управления имеет вид [7]

(2.1)

Здесь для дальнейшего упрощения можно пола�
гать , .

Домножим первое уравнение (1.1) на , вто�
рое – на , третье – на  и сложим. Получим
уравнение вида

, ,

, , .

В предположении  получим решение и
условие для 

(2.2)

Здесь  – текущее время процесса торможения,
– время быстродействия.

При  решение уравнения и краевой
задачи (2.2) записывается следующим образом

(2.3)

Далее детально анализируется случай (2.3).
3. Анализ осевого вращения для управляемого

движения тела. Подстановка известного выраже�
ния для  (2.3) в третье уравнение (1.1) приводит
к элементарному нелинейному уравнению отно�
сительно  (уравнению Бернулли)

. (3.1)

Заменой осевой составляющей вектора угло�
вой скорости , где  – неизвестная функ�
ция, уравнение (3.1) приводится к виду, допуска�
ющему разделение переменных и тривиальное
интегрирование

. (3.2)

Вектор кинетического момента  при проек�
тировании на главные центральные оси инерции
тела приводит к выражению , где  –
угол нутации. В результате для неизвестной  по�
лучается соотношение . Уравнение (3.2)
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ременных и аналитическое интегрирование
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(3.3)

Его решение записывается следующим образом:

(3.4)

Без нарушения общности можно принять, что

начальное значение  принадлежит пер�

вой четверти ( ). Если  принимает
значения из указанного промежутка, то угол нута�
ции в процессе эволюции вращений также не вый�
дет за его пределы, поскольку θ* = 0 и θ* = π/2  –
стационарные решения уравнения (3.3) незави�
симо от изменения .

Исследуем поведение угла нутации в малой
полуокрестности стационарных решений θ* = 0 и

θ* = π/2 уравнения (3.3):  и ,

. В первом случае ( ) имеем

(3.5)

Из (3.5) следует, что при  (сплюснутое те�
ло) вариация  монотонно убывает (так как

), а при  (вытянутое тело) – монотонно
возрастает (так как ).

Рассмотрим второй случай

,  .

Аналогично (3.5) имеем

(3.6)

Из (3.6) следует, что при  величина  моно�
тонно убывает, а при  монотонно возрастает.
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ную , имеющую смысл модуля
указанных составляющих, характеризующую эти
вращения. Умножая первое уравнение (1.1) на

, а второе – на  и складывая, получим
для  линейное однородное уравнение

, 

.  (4.1)

После интегрирования имеем

. (4.2)

Используя известные выражения  и ,
приведем уравнения для ,  (1.1) к виду линейных
с переменными коэффициентами и определенной
симметрией. Эти уравнения содержат только “ги�
роскопические” и “диссипативные” члены с ко�
эффициентами  и  соответственно

(4.3)

Здесь  – симплектическая матрица, а коэффи�
циент  определен в (4.1).

Уравнение (4.3) для  интегрируется в явном ви�
де. Полагая , где  – орт вектора , по�
лучим для неизвестной  уравнение . На�

чальное значение ,  определяется

условием . Отметим, что  для всех
. Введем аргумент  так, чтобы ;
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(4.4)

где  – матрица поворота (начального векто�

ра ) на угол . 
Таким образом, прецессионные вращения ква�

зитвердого тела (относительно оси в экваториаль�
ной плоскости) полностью определены согласно
(4.2), (4.4).

5. Численный анализ и выводы. Обратимся
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В результате этих преобразований получим
уравнения для угла нутации 

(5.2)

Уравнения (5.2) были численно проинтегриро�

ваны для произвольных различных значений ,

 и . Графики изменения угла нута�
ции  представлены на рис. 1–4. Рисунки 1, 2 со�
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АКУЛЕНКО и др.

управляющего момента, то тем быстрее тело стре�
мится к устойчивому предельному положению
оси вращения.

На кривой 2 рис. 2 видно, что имеется некоторое

значение угла нутации , лежащее в области пе�
региба функции , которое приводит к не�
устойчивому положению оси вращения тела. Расчет

кривых рис. 3 проводился при значении , а

рис. 4 – при . Согласно кривым этих ри�
сунков динамически сплюснутое тело стремится к
своему предельному устойчивому положению оси
вращения, соответствующему . Видно,
что характер стремления зависит от величины ко�
эффициента отношения .

При , а также  в окрестности стацио�
нарных точек могут быть применены методы воз�
мущений, которые в данном случае приводят к
элементарным выражениям. Например, после
первой итерации имеем выражение для 

 (5.3)

Формула (5.3) позволяет провести анализ угла ну�
тации во времени для различных значений пара�
метров системы и начальных данных.

Заключение. Аналитически и численно иссле�
дована задача синтеза оптимального по быстро�

действию торможения вращений динамически
симметричного “квазитвердого” тела в сопротив�
ляющейся среде. В рамках асимптотического
подхода определены управление, время быстро�
действия (функция Беллмана) и угол нутации,
установлены качественные свойства оптимально�
го движения.
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