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УДК 531.55 : 521.2 

ЭВОЛЮЦИЯ ВОЗМУЩЕННЫХ ВРАЩЕНИЙ НЕСИММЕТРИЧНОГО 
ГИРОСТАТА В ГРАВИТАЦИОННОМ ПОЛЕ И СРЕДЕ С СОПРОТИВЛЕНИЕМ
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Исследуется быстрое вращательное движение относительно центра масс
динамически несимметричного спутника со сферической полостью, запол#
ненной жидкостью большой вязкости, под действием моментов сил грави#
тации и сопротивления среды. Анализируется система, полученная после
усреднения по движению Эйлера–Пуансо и применения модифицирован#
ного метода усреднения. Проведены аналитическое исследование и чис#
ленный анализ. 

Ключевые слова: спутник, гравитационный момент, сопротивление сре#
ды, полость с вязкой жидкостью, усреднение.

Введение и постановка задачи. Вращательные движения рассматриваются в рамках
модели динамики твердого тела, центр масс которого движется по круговой орбите
вокруг Земли. Задачи динамики, обобщенные и осложненные учетом различных воз#
мущений, и в настоящее время остаются достаточно актуальными. Исследованию
вращательных движений тел относительно неподвижной точки под действием возму#
щающих моментов сил различной физической природы (гравитационных, сопротив#
ления, влияния полости, заполненной вязкой жидкостью, и др.), близкому к приве#
денному ниже, посвящены работы [1–18].

Рассмотрим движение динамически несимметричного спутника относительно цен#
тра масс с учетом моментов сил гравитационного притяжения и сопротивления внеш#
ней среды. Тело содержит полость, целиком заполненную жидкостью большой вязко#
сти.

Для решения задачи введем три декартовы системы координат, начало которых сов#
местим с центром инерции спутника [1]. Система координат  движется

поступательно вместе с центром инерции: ось  параллельна радиус–вектору пери#

гея орбиты, ось  параллельна вектору скорости центра масс спутника в перигее,

ось  параллельна нормали к плоскости орбиты. Положение вектора кинетического

момента  относительно его центра масс в системе координат  определяются угла#

ми  и  [2]. Система координат  связана с вектором кинетического мо#

мента : ось  лежит в плоскости  и направлена так, что векторы 

( ) 1,2,3iO ix =

1Ox

2Ox

3Ox
G iOx

λ δ ( 1,2,3)iOy i =
G 1Oy 3 3Ox y ( ) 1,2,3i i =y
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образуют правую тройку [1], ось  лежит в плоскости орбиты (т.е. в плоскости

). Ось  направлена по вектору кинетического момента .

Оси системы координат  связаны с главными центральными осями
инерции твердого тела. Взаимное положение главных центральных осей инерции и
осей  определим углами Эйлера. При этом направляющие косинусы  осей  относи#

тельно системы  выражаются через углы Эйлера , ,  по известным формулам [1]. 
Уравнения движения тела относительно центра масс запишем в форме [2]:

(1.1)

Здесь  – моменты приложенных сил относительно осей ,  – главные

центральные моменты инерции относительно осей . Проекции  в (1.1) складыва#

ются из гравитационного момента , момента сил внешнего сопротивления  и мо#

мента сил вязкой жидкости в полости тела , т.е.

Рассматривается динамически несимметричный спутник, моменты инерции кото#
рого удовлетворяют неравенствам . Предполагается, что угловая скорость

 движения спутника относительно центра масс существенно больше угловой скоро#
сти орбитального движения , т.е. . 

Зависимость диссипативного момента  сил сопротивления от вектора угловой

скорости вращения твердого тела  принимается линейной , где тензор  имеет
постоянные компоненты  в системе , связанной с телом [1, 6]. Сопротивление

среды предполагаем слабым порядка малости :  [3], где  – норма

матрицы коэффициентов сопротивления,  – кинетический момент спутника в на#
чальный момент времени.

Орбита спутника предполагается круговой, поэтому плотность атмосферы можно
считать постоянной во время движения. Зависимость истинной аномалии  от време#
ни  дается соотношением

, (1.2)

где  – угловая скорость орбитального движения,  – период обращения.

Проекции гравитационного момента  и момента сил внешнего сопротивления 

на ось  записываются в виде, принятом в [2, 3]. Здесь приведены проекции на ось

, на другие оси проекции имеют аналогичный вид:

(1.3)

2Oy

1 2Ox x 3Oy G

( 1,2,3)iOz i =

iOy ijα iz

iOy ϕ ψ θ

cos sin

cos sin
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2 2

1 2
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1 2

2 2
1 2 2
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dG
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= θ ϕ ϕ − +
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(1.4)

, ,

Проекции момента сил  вязкой жидкости в сферической полости тела с учетом

внешних силовых факторов на оси  согласно [4] определяются следующим
образом:

(1.5)

В рассматриваемом случае сферической полости, заполненной сильно вязкой жид#
костью, тензор , введенный в [4], является диагональным с одинаковыми диагональ#
ными элементами. Для сферы радиуса a имеем

(1.6)

где  – тензор, зависящий только от формы полости; ,  – плотность и кинематиче#
ский коэффициент вязкости жидкости в полости соответственно,  – радиус полости.

Коэффициенты  в (1.5) имеют аналогичный вид и получаются также ротацией

индексов (сдвигом);  – направляющие косинусы между системами координат

3
1 1 31 2 1 32 3 1 33
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 и , , ,  – проекции на оси  вектора абсолютной

угловой скорости  спутника относительно системы координат . 

С учетом рассмотренных ранее предположений о малости сопротивления среды и о
том, что полость заполнена жидкостью большой вязкости, с точностью до малых вто#
рого порядка малости проекции момента сил вязкой жидкости в полости тела на оси

 имеют вид:

(1.7)

В дальнейшем при исследовании усредненной системы удобно использовать в ка#

честве дополнительной медленной переменной кинетическую энергию , производ#

ная которой имеет вид:

(1.8)

Ставится задача исследования эволюции вращений спутника на асимптотически

большом интервале времени , на котором происходит существенное изменение

параметров движения. Для решения задачи будем применять метод усреднения [19].

Процедура метода усреднения. Рассмотрим невозмущенное движение системы (1.1)–

(1.8) (при ), когда моменты внешних сил равны нулю. В этом случае вращение

твердого тела является движением Эйлера–Пуансо. Величины , , , ,  обращают#

ся в постоянные, а , ,  – некоторые функции времени . Медленными переменны#

ми в возмущенном движении будут , , , , , а быстрыми – углы Эйлера , , .

Рассмотрим вращение при условии , соответствующем траектори#

ям вектора кинетического момента, охватывающим ось максимального момента

инерции  [20]. Введем величину

(2.1)

представляющую собой в невозмущенном движении постоянную – модуль эллипти#
ческих функций, описывающих это движение.

Для построения усредненной системы первого приближения подставим решение не#
возмущенного движения Эйлера–Пуансо [20] в правые части уравнений движения (1.1),
(1.8) с учетом (1.3), (1.4), (1.7) проведем усреднение по переменной , а затем по вре#

мени  с учетом зависимости ,  от  [2]. При этом для медленных переменных , ,

, ,  сохраняются прежние обозначения. В результате получим уравнения вида:
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(2.2)

Здесь введены обозначения

(2.3)

Заметим, что выражение в квадратной скобке для  (2.3) содержит устранимую осо#
бенность при . Здесь  и  – полные эллиптические интегралы первого и
второго рода соответственно.

Из уравнений (2.2), (2.3) следует, что под влиянием сопротивления среды происхо#
дит эволюция как величины кинетического момента , так и кинетической энергии
тела , причем в уравнения входят лишь диагональные коэффициенты  матрицы

момента трения. Члены, содержащие недиагональные компоненты  матрицы
момента сил вязкого трения внешней среды, выпадают при усреднении. На эволюцию
кинетической энергии тела  также оказывает влияние момента сил вязкой жидкости
в полости. Изменение углов  зависят от всех сил, действующих на тело. 

Рассмотрим систему, состоящую из уравнений для λ и δ системы (2.2), (2.3) и соот#
ношение (1.2). Запишем их в следующем виде:

, , (2.4)

где ,  – коэффициенты в правых частях первых двух уравнений (2.2),  – медлен#
ные переменные, а  – полумедленная. 

Получена система специального вида, для решения которой применяется модифи#
цированный метод усреднения [21]. После усреднения получим:
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Для медленных усредненных переменных сохраняются прежние обозначения. От#
метим, что действие приложенных сил не приводит к изменению угловой переменной 
и отклонение вектора  от вертикали остается постоянным в указанном прибли#
жении.

Дифференцируя выражение для k2 (2.1) и используя уравнения для кинетического
момента и кинетической энергии (2.2), (2.3) получим дифференциальное уравнение:

(2.6)

Система уравнений, состоящая из выражений (2.5), двух первых уравнений систе#
мы (2.2) и уравнения (2.6) была численно проинтегрирована. Интегрирование прово#

дилось при начальных условиях: , , ,  для

моментов инерции , , . Было рассмотрено два случая. В первом

случае численный расчет проводился для коэффициентов сопротивления: ,

, . Второе численное интегрирование проведено со следующими

коэффициентами сопротивления: , , . 

Начальное значение кинетической энергии имеет вид:

Результаты расчетов приведены на фиг. 1–5. Кривые 1, 2 на фигурах соответствуют
результатам, полученным в первом расчетном случае (при  и  соответ#
ственно), кривая 3 – второму.

Численный расчет показал, что функции  и  являются монотонно убываю#
щими (фиг. 1, 2). Выражение, стоящее в фигурных скобках правой части уравнений (2.2)
для  и для  положительно (при ), так как справедливы неравенства
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 [22]. Поэтому  поскольку , т.е. переменная  строго

убывает для любых  (фиг. 1). Также строго убывает и величина кинетического
момента  (фиг. 2). 

Исследуем эволюцию величины k2 (фиг. 3). Так как функция  стремится к нулю

быстрее , то выражение в квадратных скобках (2.6).
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Было проведено численное интегрирование первых двух уравнений системы (2.2) и

(2.6). Кривые 1, 2 соответствуют начальным значениям параметров: ,

, . 

На фиг. 4 представлен график изменения угла ориентации вектора кинетического
момента . Изменение угла  зависит как от действия сил гравитационного притяже#
ния и сопротивления, так и от действия момента сил вязкой жидкости в полости тела.

Характер изменения угла  имеет такой же вид, как в [13]. Приращение  содер#

жит непостоянную величину , которая зависит от функций , полных

элиптических интегралов  и  , а также кинетической энергии и кинетическо#

го момента. Кинетическая энергия  и кинетический момент  – функции убываю#

щие, также . Величина  также убывает, но в начальный момент времени 
положительна, поэтому график изменения  возрастает. Скорость убывания угла 

пропорциональна выражению  (2.5), которое с течением времени стремится к
бесконечности. Поэтому на большем промежутке времени  убывает более стреми#

тельно. На кривой 1 фиг. 4 видно, что с уменьшением значения момента инерции 

кривизна функции  увеличивается. Такое поведение отмечается также при увели#
чении коєффициентов сопротивления (фиг. 4. кривая 3). 

Анализ предельного случая. При малых k2, что соответствует движению, близкому к

вращению вокруг оси , система уравнений для принимает вид:

, , (3.1)
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,  

Следует отметить, что полученные уравнения (3.1) формально совпадают с систе#
мой дифференциальных уравнений, описывающих эволюцию экологических систем
(система “хишник–жертва”) [23, 24]. Из системы (3.1) определяется первый интеграл:

,  (3.2)

Из соотношений (3.1), (3.2), при малых  следует, что характер изменения
квадрата величины кинетического момента зависит от знака выражений  и

, а поведение k2 – от знака коэффициента . Коэффициент  всегда оста#
ется отрицательным. В результате численного интегрирования было установлено, что
с течением времени при  и  тело стремится к состоянию покоя (фиг. 5). При

 и  наблюдается периодичность функций  и  как в работах [23, 24].

Отметим, что ,  являются стационарными точками системы (3.1). Из

уравнений (3.1) при  получим: ; при : .

При этом функция  строго убывает, а изменение функции  зависит от знака .

Заключение. Исследовано движение динамически несимметричного спутника со
сферической полостью, заполненной жидкостью большой вязкости, под действием
моментов сил гравитации и сопротивления среды. Получена система уравнений дви#
жения, содержащая быстрые и медленные переменные. Вначале применялся метод
усреднения по движению Эйлера–Пуансо, а затем модифицированный метод усред#
нения. Изменение кинетического момента зависит только от сопротивления среды, а
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кинетической энергии – также от влияния полости с жидкостью в теле. Эволюция уг#
ла ориентации вектора кинетического момента  зависит как от действия сил гравита#
ционного притяжения и сопротивления, так и от действия момента сил вязкой жидко#
сти в полости тела. Во втором приближении метода усреднения угол отклонения век#
тора кинетического момента от вертикали остается постоянным. Величины
кинетического момента и кинетической энергии монотонно убывают. Влияние мо#
мента сил вязкой жидкости сравнительно мало по сравнению с действием моментов
сил гравитации и сопротивления. 

Работа выполнена при частичной финансовой поддержке третьего совместного
конкурса Государственного фонда фундаментальных исследований Украины и РФФИ
(гранты № 953.1/010 и № 13#01#90411 Укр#ф#а), РФФИ (код 13#01#00180) и програм#
мы НШ#2710.2014.1.
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