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В статье [1] был предложен алгоритм определения секущих объем-

ного модуля упругости и модуля сдвига для бетона при одноосном 

циклическом загружении, когда процессы нагрузки чередуются с 

процессами разгрузки. Был исследован случай А, когда продоль-

ная сила знака не меняет (т.е. остается сжимающей). В настоящей 

работе рассматривается случаи, когда продольная сила может ме-

нять знак. 

 

Как и в [1] будем рассматривать бетонную колонну постоянного 

поперечного сечения S, испытывающую одноосное растяжение или 

сжатие. Будем рассматривать только такие значения продольной силы 

N, при которых точка с координатами σ, ε  находится на восходящей 

ветви диаграммы (σ,ε) (т.е. SNbtb /σ,σ̂σσ̂ =<< ). 

Сначала изложим обобщение алгоритма определения объемных мо-

дулей упругости и сдвига для бетона при одноосном циклическом за-

гружении, когда в отличие от [1] не предполагается постоянство знака 

продольной силы. Разобьем все этапы на три типа и введем специаль-

ный параметр Q для характеристики каждого из этапов. К первому ти-

пу отнесем этапы первичного нагружения, которым не предшествует 

этап разгрузки. При этом параметр Q принимает следующие значения: 

нс (первичное нагружение при сжатии), нt (первичное нагружение при 

растяжении). Ко второму типу отнесем этапы разгрузки, при которых 

параметр Q принимает два значения − рc (разгрузка при сжатии) и рt 

(разгрузка при растяжении). К третьему типу отнесем этапы повторно-

го нагружения. Параметр Q принимает следующие значения: нсс (на-

гружение при сжатии после разгрузки при сжатии, т.е. повторное сжа-

тие), нct (нагружение при растяжении после разгрузки при сжатии), нtc 

(нагружение при сжатии после разгрузки при растяжении).  

Отрезок  XjXj+1 диаграммы, соответствующий этапу с номером j, за-

писывается в следующем виде [1]-[2]: 
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секущего модуля упругости: 
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Здесь η − уровень напряжений: η = σ / mσ̂ ( m − индекс, который при-

нимает два значения: b при сжатии и bt при растяжении; последний 

символ в значении параметра Q (c или t) определяет значение индекса 

m); 
*** η,ε,σ jjj − значения напряжений, относительных продольных де-

формаций и уровня напряжений в начале этапа; 10
]0[ ω,,ˆ, jjjj VVE и ωj2 − 

величины, значения которых определяются параметром Qj; kj − множи-

тель, определяемый по следующему правилу: 

                    kj = 1 при нагружении, kj = 0 при разгрузке,                      (3) 

т.е. первый символ в значении параметра Q (н или р) определяет значе-

ние этого множителя. 

При Qj=нс либо при Qj=нt (т.е. для этапа первого типа) 
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(Е[0]
 − начальный модуль упругости бетона). 

При Qj=pс либо при Qj=pt (т.е. для этапа второго типа) 
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При Qj=нсс,  Qj=нсt или при Qj=нtс (т.е. для этапа третьего типа) 
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Величины βki (k,i= 1,2,3) принимают следующие значения [2]:  

при Qj=нсс 

                           β1,1 = 0,86,   β2,1 = 1,78,   β3,1 = 0,77, 

                           β1,2 = −0,2,    β2,2 = 0,        β3,2 = 0,                                   (7) 

                           β1,3 = 0,43,    β2,3 = −0,88, β3,3 = 0,37;    



при Qj=нсt 

                           β1,1 = −0,55, β2,1 = 0,1,    β3,1 = 0, 

                           β1,2 = 0,2,      β2,2 = 0,        β3,2 = 0,                                   (8) 

                           β1,3 = −0,27, β2,3 = −0,02, β3,3 = 0;    

при Qj=нtс 

                           β1,1 = −0,17, β2,1 = 0,02,   β3,1 = 0, 

                           β1,2 = 0,13,    β2,2 = −0,12  β3,2 = 0,                                   (9) 

                           β1,3 = −0,06,  β2,3 = −0,02, β3,3 = 0.    

Средняя относительная деформация (среднее удлинение) при одно-

осном удлинении (сжатии) может быть записана так 
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где νm − коэффициент Пуассона [2]: 
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Из (1) и (10) находим, что  
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Введем величину ζ, которая характеризует уровень средней относи-

тельной деформации: 

                                                    ζ = mε̂/ε .                                               (13) 

Тогда (12) запишется так 
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Здесь  
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Величина Аj определяется так: сначала находим Am 
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затем полагаем 
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Можно убедиться, что функция (14) монотонна на отрезке [0,ηj**− 

ηj*], где a) ηj** ≤ 1 (1−ηj**<<1) при Qj = нс,нt; mjjjjb σ̂/σ̂η̂(η̂η) **
=≤ , 

1ηη̂ **
<<− jj ) при Qj = нсс,нсt,нtc; c) ηj** = 0 при Qj = pc,pt. Величину 

**η j  можно найти из условия  
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Из монотонности функции )η(ζ ∆∆ jj на отрезке [0,ηj**− ηj*] следует, 

что она обратима на этом отрезке (предполагается, что в случаях a) и b) 

η≤ηj**). Функция, обратная ζ j∆(ηj∆), ищется в следующем виде: 

                                   )]ζ(χ1[ζ
1

)ζ(η ∆∆∆∆ jjj

j

jj
A

+= ,                           (19) 

где  

∑
=

=

2

0

∆,∆ ζχ)ζ(χ

k

k
jkjjj . 

Из условия  
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находим 

                                          1)0(/1χ 0, −= jj f .                                          (21) 

Полагаем теперь  
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а ηj∆2 (0 < ηj∆2 < ηj∆1) выбираем произвольно. 

Находим значения ζI∆ при ηI∆ = ηI∆1 и ηI∆= ηI∆2 : 

                            )η(ζζ),η(ζζ 2∆∆2∆1∆∆1∆ jjjjjj == .                             (23) 

Из условий  
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получаем систему линейных уравнений 
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( 1)η(/1,1)η(/1 2∆2,1∆1, −=−= jjjjjj fFfF ), решение которой имеет сле-

дующий вид: 
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Заметим, что среднее напряжение σ  = σ / 3 при одноосном сжатии. 

Тогда приращение его ∆1σ = σ1∆ / 3. Учитывая это, получаем из (19) 
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(K
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 − начальный объемный модуль упругости бетона, jδ
~
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нс, нt, рс, рt и 1γ~δ
~

3 −=j при Qj= нсс, нсt, нtс). Первое равенство (26) 

означает, что Kj( ∆ε j ) представляет собой секущий объемный модуль 

упругости бетона на j-ом этапе деформирования. 

Аналогично (1) можно записать равенство [1]       
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где *
∆ γγγ jj −= ( γ  − сдвиг на октаэдрической площадке, *γ j − его зна-

чение в начале j-го этапа). 

Введя уровень сдвига на октаэдрической площадке 
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запишем (27) так 

                         
*

∆∆
*

∆∆ ρ)η()ηη()η(ρ jjjjjjjjjj kgkB −+=                     (29) 

(ρj∆ = ρ − ρj* , ρj*  = 
*γ j  / |ε̂| m ). 

Здесь 
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а величина Вj определяется аналогично Aj: 
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Функция, обратная (29), ищется в следующем виде: 
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Как и χj,k (k = 0,1,2) коэффициенты ψj,k (k = 0,1,2) определяются из сле-

дующих условий: 
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в которых ρj∆1 и ρj∆2 находятся из равенств 
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Из первого из условий (33) следует 

                                        1)0(/10, −= jj gψ ,                                           (35) 

а из второго и третьего условий получаем 
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( 1)η(/1,1)η(/1 2∆2,1∆1, −=−= jjjjjj gGgG ). 

Из (28) и (32) следует 
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 − начальный модуль сдвига бетона, jδ
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1γ~δ
~

3 −=j при Qj= нсс, нсt, нtс). Первое равенство (37) означает, что 

Gj(γj∆) представляет собой секущий модуль сдвига бетона на j-ом этапе 

деформирования колонны. 

Замечание. Величины bε̂  и btε̂ определяются из формул [2] 
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Случай Б. Как и в [1] полагаем, что на начальном этапе деформи-

рования колонны (называемом «нулевым», на рис.1 он изображен в 

виде отрезка 0ХI диаграммы (σ,ε)) она испытывает сжатие и величина 

продольной силы увеличивается от нуля до некоторого значения 

|N1*|<| N̂ |, SN bσ̂
ˆ = . В конце этого этапа нормальные напряжения на 

поперечных сечениях и относительная продольная деформация в ко-

лонне равны σ1* и ε1*. 



Допустим, что величина продольной сжимающей силы Ν продол-

жает возрастать. Процесс увеличения |Ν| от |N1*| до некоторого значе-

ния |N2*| < | N̂ | и сопутствующие изменения σ и ε  именуются первым 

этапом деформирования  колонны. Он относится к первому типу эта-

пов. Соответствующий отрезок Х1 X2 диаграммы представлен на рис.1. 

Пусть теперь величина сжимающей силы N начинает убывать, т.е. на-

чинается процесс разгрузки. Этот этап деформирования колонны полу-

чил номер j = 2. Он относится ко второму типу этапов. В [1] предпола-

галось, что сила N3*, соответствующая концу этапа, оставалась сжи-

мающей. Теперь примем, что N3* = 0. Далее сила, действующая на ко-

лонну, становится растягивающей, т.е. начинается процесс нагружения 

при растяжении. Он получает номер 3. Продольная сила увеличивается 

при этом от нуля до некоторого значения N4* SN btbt σ̂ˆ =< . Этот этап 

относится к третьему типу. Соответствующий  отрезок диаграммы 

представлен в 

виде кривой X3X4 

на рис.1. Сле-

дующий этап 4 

деформирования 

колонны состоит 

в уменьшении 

продольной силы 

от N4* до нуля, 

т.е. он является 

процессом раз-

грузки и изобра-

жен на рис.1 в 

виде отрезка X4X5 

диаграммы (σ,ε). 

Этот этап − 

                                      Рис.1                                             второго типа. На- 

                                                                                      конец, этап 5 яв-

ляется процессом нагружения при сжатии и состоит в увеличении мо-

дуля продольной силы от нуля до |N6*| |ˆ| bN< . На рис.1 он представлен 

отрезком X5X6 диаграммы. Этот этап относится к третьему типу. 

Предполагается, что дальнейшее изменение продольной силы со-

стоит в повторении цикла этапов 2 − 3 − 4 − 5.  

Алгоритм (1) − (37) применим к любому этапу деформирования ко-

лонны. Для этого необходимо определить значения параметров Q и m 

на каждом из этапов. 

Этап 1: Q1 = нс, m= b. Заметим, что serbb R ,σ̂ = . Из формулы (38) опре-

деляем bε̂ . Из (4) находим k1 = 1, 
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Аналогично, из (31) определяем BI, а из (29), (30), (35) и (36) коэф-

фициенты ψΙ,0, ψΙ,1 и ψΙ,2. Согласно (37) получаем 
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Этап 2: Q2 = pс, m= b. Из (5) находим 
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Таким образом, функция 

2
∆22,2∆21,220,22∆22 ηω|η|ω1)ˆ(ˆ)η( −−−+= VVVV  

является вполне определенной. 

Так же, как и на предыдущем этапе получаем A2 = Ab.  

Далее, из (15) и (21) находим χ2,0. Полагаем (η3 = 0) 

2/ηη,ηη *
22∆2

*
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и из (14) определяем ζ2∆1 и ζ2∆2. Затем по формулам (25) вычисляем χ2,1 

и χ2,2. Наконец, из (26) находим 
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Аналогично, из (31) определяем B2, а из (29), (30), (35) и (36) коэф-

фициенты ψ2,0, ψ2,1 и ψ2,2. Согласно (37) получаем 
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Этап 3: Q3 = нсt, m= bt, k3 = 1. Заметим, что serbtbt R ,σ̂ = . Из формулы  

(39) определяем btε̂ . Из (8) определяем βki (k,i= 1,2,3), затем следуя (6) 

находим )ˆ1/()/11(φ 30,2 VVv −−= и )3,2,1(γ~ =ii . Далее из (6) находим 
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откуда следует, что функция 

2
∆32,3∆31,330,33∆33 ηωηω1)ˆ(ˆ)η( −−−+= VVVV  

вполне определилась. 

Далее из (16) и (17) получаем /)ν21(σ̂γ~/ 033 −== btbtAA  

)ε̂γ~3/(
]0[

3 btE и из (15) и (21) находим χ3,0. Полагаем  

2/ηη,ηη 1∆32∆3
*
41∆3 == , 

и из (14) определяем ζ3∆1 и ζ3∆2. Затем по формулам (25) вычисляем χ3,1 

и χ3,2. Наконец, из (26) находим 
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Аналогично, из (31) определяем B3, а из (29), (30), (35) и (36) коэф-

фициенты ψ3,0, ψ3,1 и ψ3,2. Согласно (37) получаем 
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Этап 4 (аналогичен второму): Q4 = pt, m= bt. Из (5) находим 

.)η/()ˆ5,21(ω,η/)ˆ5,22(ω

),ηη(/1),ηη(3,07,0ˆ,,0

2*
442,4

*
441,4

*
3

*
430,4

*
3

*
434

]0[]0[
44

VV

VVVVEEk

−−=−=

−=−+===

                      

В результате функция V4(η4∆) становится вполне определенной. 

Из (17) получаем A4 = Abt, а из (30) В4 = Вbt.  

Аналогично второму этапу определяем коэффициенты χ4,0, χ4,1 и χ4,2, 

а также ψ4,0, ψ4,1 и ψ4,2. Из (26) и (37) находим  
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Этап 5 (аналогичен третьему): Q5 = нtc, m= b, k5 = 1. Из (8) определяем 

βki (k,i= 1,2,3), затем следуя (6) находим )ˆ1/()/11(φ 50,4 VVv −−= и 

)3,2,1(γ~ =ii . Далее из (6) находим 
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Затем из (16) и (17) получаем /)ν21(σ̂γ~/ 035 −== bbAA  

)ε̂γ~3/(
]0[

3 bE ,а из (31) определяем B5. Далее вычисляем χ5,0, χ5,1 и χ5,2, а 

также ψ5,0, ψ5,1 и ψ5,2. Наконец, из (26) и (37) находим 
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где 1γ~δ
~

35 −= . 

Вывод 

 

Метод определения секущих объемного модуля упругости и модуля 

сдвига для бетона при циклическом загружении, предложенный в [1], 

распространяется на случай знакопеременной продольной силы. 
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