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4 . 8и ттагу
Тке іггагїіаІіоп оГ кехадопаІ ВК Ьу папозесопгї іоп Ьеатз ассеІегаІез іп пеаг-зигГасе Іауег 

Іке рказе ІгапзіІіоп апгї ГогтаІіоп оГ папоЬІоскз скагасІегігегї Іо тиІ2-1іке В К  ІІ ^аз зко’М'п ІкаІ 
а рказе ІгапзіІіоп із геаскегї оп Іке гїізІапсе Гаг Ггот Іке іггагїіаІіоп агеа апгї ассотрапіегї Гог­
таІіоп оГ папоІиЬез ш Ік езсаріпд оГ Гіує оггїег зуттеІгу ахіз оп Іке зигГасе. Тке арреагапсе 
оГ папоІиЬез із аззосіаІегї ^іІк соІІесІіуе зкіГІ гїеГогтаІіопз оГ папоЬІоскз апгї іІ оссигз іп Іке 
зеІГ-огдапігаІіоп оГ зрігаІ-сусІіс зІгисІиге.
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Спектр частот и главньїе формьі свободньїх поперечньїх 
колебаний консольного клина с учетом сопротивлений

1. Постановка научной проблеми и ее значение. Задача отьіскания частот сво­
бодньїх поперечньїх колебаний с учетом сопротивлений для стержней с переменной попе- 
речной жесткостью является одной из актуальних проблем строительной механики.

Когда материал стержня однородньїй, закон изменения жесткости определяется за­
коном изменения сечения стержня. Благодаря широкому распространению различного ро- 
да композитних материалов возможньї также ситуации, когда переменньїм является мо­
дуль упругости материала стержня.

Особого внимания заслуживают стержни с непрерьівно изменяющейся жесткостью. 
Такие стержни часто применяются в самолетостроении, мостостроении, при строитель­
стве телевизионньїх башен, дьімовьіх труб, опор линий ^лектропередач и т.п. По^тому ис- 
следование колебаний подобного рода обьектов имеет важное практическое значение. 
Однако в процессе исследований часто возникают проблемьі, обусловленньїе сложностью 
построения решений соответствующих дифференциальньїх уравнений с непрерьівньїми 
переменньїми ко^ффициентами.

На рис. 1 представлена схема поперечньїх колебаний стержня. При ^том изобра- 
женньїй там вариант опирания концов стержня вьібран ради определенности.
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Рис. 1

В общем виде дифференциальное уравнение свободньїх поперечньїх колебаний 
стержня с учетом сопротивлений записьівается так [ 1 -4]

д2

дх2

2д у
дх

д2 уЕ  (х)І (х ) — у  +  т (  х)—2 + р( х, і) +  г (х, і) =  0
ді2 (1)

где Е (х)І(х) — переменная поперечная жесткость стержня в точке х ;
Е  (х ) — модуль упругости материала стержня;

І (х) — момент инерции поперечного сечения стержня;

т(х) — интенсивность распределенной массьі (погонная масса) стержня в точке х ; 
р (х, і) — интенсивность сил внешнего сопротивления движению; 

г (х, і) — интенсивность сил внутреннего сопротивления движению; 

у(х, і) — неизвестная функция, представляющая собой поперечное перемещение 

(прогиб) точки оси стержня с координатой х в момент времени і (рис. 1).

Существует множество гипотез для учета сил сопротивления при колебаниях. Для 
внешнего трения чаще всего принимают гипотезу, согласно которой сопротивление про- 
порционально массе стержня и скорости [2]

р(х, і) = а т (х )  — . 
ді

Одним из распространенньїх способов учета внутреннего трения является гипотеза Кель- 
вина -  Фойхта [3, 4], согласно которой сила внутреннего сопротивления принимается 
пропорциональной скорости изменения упругой восстанавливающей силь

д2
дх

Е  (х) І  (х) д у

Здесь а , в  — ко^ффициентьI внешнего и внутреннего трения.
С учетом указанньїх гипотез уравнение (1) принимает вид



544 РипйатепІаІ ап ї Аррііеї 8іиЛіея іп Іке Расірс апїАііапііс О сеат Соипіпен

д2

дх2
Е (х )I (х) Л

дх2
/ ч д 2 у / чду о д + т ( х)------+ ат( х)---- + в —

ді2 ді ді
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Ранее автором в работе [5] бьіло построено точное решение уравнения (2) для слу- 
чая произвольной непрерьівной поперечной жесткости и произвольной непрерьівной по- 
гонной массьі с учетом сил внешнего сопротивления. На основе ^того решения в работе 
[6] сформулирован новьій метод исследования поперечних колебаний стержней.

В данной статье указанньїм методом исследуются колебания консольного стержня 
в форме усеченного клина с учетом как внешних, так и внутренних сил сопротивления. 
Определение спектра частот и других параметров колебаний такого стержня является ак- 
туальной научной и практической проблемой.

2. Анализ исследований по данной проблеме. Фундаментальньїе исследования про- 
блемьі колебания стержней вьіполненьї многими извесгньїми ученьїми, среди которьіх отметим 
работьі Д. Бернулли, Л. ^йлера, Дж. У. Р^лея, А.Н. Крьілова, С.П. Тимошенко, К. Гогенемзера, 
В. Прагера, П. Пфейффера, П.Ф. Папковича, А.Ф. Смирнова, И.М. Рабиновича, Н.И. Безухова, 
А.П. Филиппова, Е.С. Сорокина, В.А. Киселева и др.

Множество работ посвящено колебаниям стержней переменной жесткости. Решения в 
большинстве ^тих публикаций основаньї на различньїх приближенньїх методах, что обьясняет- 
ся трудностями, возникающими при попьітке интегрирования дифференциальн^іх уравнений с 
переменньїми ко^ффициентами.

Большой практической значимостью обьясняется актуальность данной проблемьі и в 
наши дни, что подтверждается большим количеством современньїх публикаций, среди которьіх 
вьіделим работьі [4, 7-15].

Несмотря на то, что точное решение всегда обладает несомненньїм преимуществом, 
исследования проблемьі колебаний стержней, основанньїе на точньїх решениях соответствую- 
щих дифференциальн^іх уравнений, в научной литературе встречаются крайне редко.

3. Цель и задачи статьи. Главная задача данной работьі -  определить спектр ча­
стот и собственньїе формьі свободньїх поперечньїх колебаний консольного клина с учетом 
внешних и внутренних сопротивлений. Преследуются также следующие цели:

•  апробация ранее разработанного автором нового метрда исследоізсшия колебаний 
стержней на данном примере;

•  оценка точности метода путем сравнения полученньїх здесь разультатов с их рннее 
известньїми значениями.

4. Результати исследования. Применяя к уравнению (2) метод разделения пере- 
менньїх Фурье у (х, і) =  V (х )Т  (і) , после стандартной процедурьі придем к двум обьїкно- 

венньїм уравнениям:

Т (і) +  2ИТ (і) + 6)2Т (і) =  0; 

(Е  (х) I  (х ^ " ( х ) ) "  -  в)2т (  x)V(x) =  0 ,

(3)

(4)
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где 2И = а  + (З Ь , Ь — неизвестная постоянная величина.

Так как ко^ффициентьI в уравнении для функции времени (3) постоянньїе, випи­
сать для него общее решение не составляет труда. ^то решение, вьіраженное через пара­

метри начальних условий движения Т(0), Т(0 ), имеет вид

Т(і) =  Ае Иі 8Іп(Ь І +  3 ) ,

где

Ь

А =

1

(  • л2 (  л

Т2( 0 ) +
Т (0) +  ИТ (0)

, 3 = агсід
Т (0 )Ь

Ь
V ч Т(0 ) + и Т (0) ,

(5)

Данное решение говорит о том, что свободньїе поперечньїе колебания стержня с 
учетом сил сопротивления совершаются во времени по затухающему гармоническому за­
кону с частотой & , и что введенная постоянная величина & представляет собою частоту 
свободньїх колебаний без учета сопротивлений (случай а  = в  = 0).

Главная форма колебаний определяется посредством решения уравнения (4). По- 
мимо прогиба у( х ) , состояние стержня при поперечних колебаниях характеризуется еще

такими параметрами, как угол поворота р (  х ) =  у'( х ) , изгибающий момент 

М (х) =  — Е (х )I (х)у”(х) и поперечная сила ^ ( х) =  —(Е (х)І(х)у”(х))'.
Прежде чем вьіписать необходимьіе формульї, укажем на принятьіе ради удобства 

представления:

Е (х )I (х) = Е010А(х); т(х) = т 0В (х ),

где Е 010, т 0 — постоянньїе, соответственно поперечная жесткость и погонная масса в 

какой-либо характерной точке стержня, а А (х), В(х) — безразмерньїе положительньїе
функции. Фактически ^тими функциями определяется закон изменения поперечной жест- 
кости и закон изменения погонной массь вдоль длинь стержня.

Формульї, определяющие параметрьі состояния стержня для произвольной непре- 
рьівной поперечной жесткости и произвольной непрерьівной погонной массьі, полученьї в 
статье [6]. ^ти формульї вьіраженьї через начальньїе параметрьі у (0 ),р (0 ),М  (0), ̂ ( 0 ) .  

Здесь вьіпишем только формульї, необходимьіе для исследования консольного стержня, 
которому соответствуют следующие граничньїе условия М (0) =  0; ^(0) = 0 ;

\(1) =  0; р(1) =  0.

В результате с учетом условий на конце х =  0 , будем иметь:

у(х) =  у(0)Х 1(х) + р(0)ІХ2(х) ; (6)
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(р( х) = V(0)^ ХС1( х) + <р(0) Х 2( х), (7)

где Х п (х) (п = 1,2) — два из четьірех фундаментальних безразмерньїх решения уравне- 

ния (4), которьіе представлень следующими равномерно и абсолютно сходящимися ряда­
ми

Х я(х) =  0 п»(х) + К 2рп1(х) + К % ( х) +  К 6в з (х )  + . . . ,  (8)

(9)К = ЮІ2 , т °
ЕІ0

Здесь в 0(х ) ,Рпк(х ) (п = 1,2) (к = 1,2,3,....) — соответственно начальньїе и образую- 

щие безразмерньїе функции, которьіе определяются формулами:

ґ \ п~1 ' х х
х) = т  (п = 1,2);

х х х х

в ( х ) = £  Я  а т х ) Я  В (х)в к —1(х ) ^ х^ х (к = 1 ,2 ,3 ,. .0 ;А( х)
0 0 у '  0 0

(10)

К — неизвестньїй безразмерньїй параметр, назьіваемьій ко^ффициентом колебаний.

Функции Х п (х) (п =  1,2) также являются безразмерньїми и представляются рав- 

номерно и абсолютно сходящимися рядами:

Хп( х) =  Ко(х) + К  2в д (  х) +  К  4в , 2(х) +  К врпз(х) +  ...; 

в (х ) =  в (х ) (п =  1,2) (к = 0 ,1 ,2 ,...).

Реализация условий на конце х = І с помощью (6), (7) приводит к системе уравне-
ний

V(0) X  1(1) +  <р(0)ІХ 2(1) =  0; 

Ч 0 )±  X1(І) +  ^ (0 ) X  2(І) =  0.
(11)

Записьівая условие совместности уравнений системи, получаем частотное уравнение для 
консольного стержня

X  1(І ) 1 2  (і ) — X1(І ) X  2 (і ) =  0 . (12)
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Исходя из факта абсолютной сходимости числових рядов

X  1(1), Х^І), X  2(1), Х 2(/) ,  на основании известньїх теорем математического анализа за-

ключаем, что левая часть частотного уравнения (12) также представляет собою сходящий- 
ся ряд. Вьіполняя операции умножения и вьічитания рядов, получим

1 + п1К 2 +  п2 к 4 + п3К 6 + ...  =  0, (13)

где 1)к (к = 1 ,2,3,...) — безразмерньїе числовьіе ко^ффициентьI, вьічисляемьіе по форму-
лам

Пк =  І  (в!., Ш к —, (І) - в  Ш к .-  (І) ) .
І =0

(14)

Уравнения вида (13) часто встречаются в строительной механике. Как известно 
[16], в таких случаях удерживают некоторое конечное число членов ряда, а остальньїми 
пренебрегают в силу их малости. Оценка погрешности решения проводится путем сравне- 
ния результатов расчета с различньїм числом удерживаемьіх членов ряда. Поступая таким 
образом, можно добиться сколь угодно малой погрешности при вьічислении ко^ффициен- 
тов колебаний К 1, К2, К 3,.... После ^того по формуле (9) находим спектр частот свобод­
ньїх колебаний без учета сопротивлений

т п (15)

Частотьі колебаний с учетом сопротивлений получим по формуле (5)

(О. -V
а  + в®]

( І -  1 ,2 ,3 ,...).

При решении конкретньїх задач возникает необходимость в вьічислении интегра- 
лов (10). Случаи, когда их можно вьічислить в явном виде встречаются редко. Для воз- 
можности численной реализации формул (10) в работе [6] предложена идея аппроксима-

ции подьінтегральньїх функций 1 В(х) многочленами:
_̂ і( х)

1
=  А 0 +  А 1А( х)

В (х) -  В0 + В1

ґ  х л

V І У

ґ х }

V І У

+  А ґ х_л

V І У

Л£ Л 2
V І У

+  ••• +  Аз

+ ••• + В

ґ х л 
V І У

V І У
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где А0,А1,...,А8; В1,В2,...,Вр — безразмерньїе ко^ффициентьI. При ^том степени много-

членов в каждом конкретном случае вьібираются из условия адекватного приближения. 
После аппроксимации, для образующих функций удается построить квадратури

х
V І У 7=0

х
V І У

(п =  1,2) (к = 1,2 ,3 ,...), (16)

где Л1 = 0, Л2 = 1 , а ко^ффициентьI ск” вьічисляются посредством следующей совокуп- 

ности рекуррентньїх равенств:

Лп) 
"0,0С ' = 1'

с( п) =Ск, ]
е( п) 'к—1, ]

(4к + ] + п — 2 )(4к  +  ] + п — 1)
(і  = 0,1,2,..., к (р + 8) + \ — п + 1);

)-'к—

А а (п) Аі—і ак—1,і
=0 (4к + і + п — 4 )(4к  +  і + п — 3)

а (п) =  у  в  с (п)
к—1,]  А и  ] —г Ь к—1,г ’

г=0

причем в формуле (17) А7—і = 0 , если І  — І > 8 и а (п) = 0ик—1,і V ,

(17)

(18)

если

і > к(р + 8) + Лп — 8 — п + 1 , а в формуле (18) В^—г =  0 , если і  — г > р  и с ^  г = 0 , если

г > (к —1)(р + 8) + Лп— п +1 .
Перейдем к конечной цели исследования. Рассмотрим однородньїй консольний 

стержень в форме клина с постоянной толщиной а  и длиной І (рис. 2). Вьісотьі его осно­
ваний обозначим а, Ь (0 <  а <  Ь ) .

Рис. 2

В силу однородности клина Е (х) =  Е = Е0 = соп8і. Формулу для вьісотьі попереч­

ного сечения клина в точке х запишем в виде И(х) = Ьи, где 

х аи = у +  (1 — у)~т, У = ~т (0 <  у <  1) . Тогда для момента инерции и погонной массьі кли- І Ь
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на в точке х  можно записать І (х )  =  І 0и3, т(х) = т 0и , где І ( аь 3

т 0 = р а ь , р
0 12 ’  0

плотность материала стержня. Следовательно, в данном случае А(х) =  и3, В(х) =  и .

Очевидно, когда у = 0 клин будет остроконечньїм, когда 0 <  у < 1 получим усе- 

ченньїй клин, а когда у = 1 клин вьірождается в стержень с постоянньїм поперечним се- 
чением.

В частном случае, когда клин остроконечньїй, образующие функции (10) вьічисля- 
ются в явном виде

Р п ,к ( х )  =

п
(2к +  п —1)! (2к  +  п)!

/  ч 2к+ п—1х
V і /

(п =  1,2) (к =  1,2 ,3 ,...). (19)

Тогда

в  ,к ( х )  =

п
(2к  +  п — 2)! (2к  +  п)! V і /

(п =  1,2) (к =  1,2,3,...).

После ^того по формуле (14) находим

=  2к — 4 у +1  

Пк =  І І  (2) )!(2 (к  — ) + 1)!(2 +  1)!(2(к — ) +  2)!
(к =  1,2,3,...)

Когда стержень представляет собой усеченньїй клин, получить для образующих 
функций формульї в явном виде не представляется возможньїм. В таком случае, ко^ффи- 
циенть частотного уравнения, соответствующие заданному значению параметра 
у (0 <  у < 1), вьічисляем по формулам (14), (16) в программном режиме. Заметим только,

что в данном примере функция В(х) уже изначально представлена многочленом, где

Р = ^  В  =  у , В 1 = 1 — у .
Проще всего обстоит дело в случае у = 1. Тогда І  (х) =  І = 10 =  СОПЗІ, 

т (  х) =  т  = т 0 = сопзі и, как показано в [5], фундаментальньїе решения 

Х п(х) (п =  1,2) вьірождаются в известньїе функции А.Н. Крьілова [3]. При ^том (12)

преобразуется к частотному уравнению сЬ у[К СО8л/К +  1 =  0 , корни которого известньї
[3].

Результатьі вьічислений первьіх трех ко^ффициентов колебаний для возможньїх 
значений параметра у с шагом 0,1 содержатся в табл. 1.
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Таблица 1

Козффициентьі колебаний консольного клина

у
По предлагаемому методу По Смирнову А.Ф.

Кх К  2 К 3 К 1

0 5,3151 15,2071 30,0198 5,23

0,1 4,5918 15,5137 33,8452 4,60

0,2 4,3548 15,9603 37,5906 4,29

0,3 4,0733 16,5897 40,8816 -

0,4 3,9367 17,4365 44,0117 3,94

0,5 3,8225 18,3087 47,2656 -

0,6 3,7381 19,1197 50,3536 3,74

0,7 3,6669 19,8815 53,3222 -

0,8 3,6081 20,6218 56,1913 3,61

0,9 3,5589 21,3372 58,9772 -

1 3,5156 22,0336 61,7010 3,52

Значения первого ко^ффициента колебаний клина, соответствующие некоторьім 
значениям у , встречаются в монографии А.Ф. Смирнова [1]. Для сравнения ^ти значения 
также приведеньї в таблице 1. Заметим также, что для остроконечного клина в изданиях 
[1, 3] фигурирует точное значение К 1 =  5 ,315. Впервьіе оно бьіло получено Г. Кирхгоф-

фом [17]. Как видно, найденное здесь значение К 1 =  5,3151 фактически совпадает с точ­

ним значением, что свидетельствует о вьісокой точности предлагаемого метода.
Результати вичислений позволяют констатировать, что с увеличением у первая 

частота колебаний уменьшается, а две последующие увеличиваются.
Вполне понятно, что и для любьіх других значений у можно отьіскать ко^ффици- 

ентьі колебаний. Чтобьі в будущем можно бьіло обходиться без решения частотного урав- 
нения, возникает идея вьіразить найденную табличную зависимость между параметрами 
К  и у аналитически. Рассматривая ко^ффициент колебаний К  как функцию перемен- 
ной у, а также имея множество значений ^той функции, соответствующих значениям не- 

зависимой переменной 0 <  у <  1, аппроксимируем функцию К  многочленом. Степень 
многочлена будем вьібирать из условия, чтобьі ко^ффициент детерминации бьіл не мень- 
ше, чем 0,99.

В результате согласно (15) для первьіх трех частот свободньїх колебаний консоль­
ного клина без учета сопротивлений будем иметь:

,  =  5 ,2393 -  5 ,9177у  +  7 ,8 9 5 6 у 2 -  3 ,7 3 5 9 у 3 Ь Г Е  
Щ = 12 2 р р '
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а  2 =
15,1799 +  2 ,2 6 7 1 у +  1 0 ,7 4 0 3 г2 -  6 ,2 1 1 2 г3 Ь Г Е

і2 2^3р  ;

а
= 30,1737 +  37 ,0688у  — 5,6179у" Ь Е 
= І2 2^3р  •

Випишем формули для главних форм колебаний клина. С ^той целью формулу (6) 
преобразуем к виду

V (х) =  V(0)V

где V у  =  (X  1(х) — /лХ2(х)) — безразмерная функция, определяющая закон главной
V 1 У

форми колебаний, М : Р (0)і

находим М

4 0 )

= ХКІ) = Х м  
х 2(і) х 2(і) .

В случае у = 0 , учитивая (8), (19), получим

безразмерний параметр, для которого из системи (11)

V 1 + 2
к

і (2 к )!(2 к  +1)! V 1 У
— М,

х 2  2 ^ .  
і +  к ( 2 к  +  1)!(2к +  2)! V 1 У

1 +  2
К 2 к

к=1 (2к  )!(2к  + 1 )! к =1

2 К  Ік 

(2к  +  1)!(2к +  2)!
(І  =  1 ,2 ,3,...).

В основном случае 0 <  у < 1 с учетом (8), (16) будем иметь

V. 1 +  2  К
V ' У к=1

к к ( р + з ) / „ . V  
(1) 
к ,У

1=0

х
1

х
1

V
1 + 2  К

2к

к =1 V 1 У

4 к + 1 к ( р + з )

.(1)1 + 2  К к 2  с,„
» , = — *=-----й Й т -  (І  = 1,2,3,...).

1 + 2  К ^  2  с\2>к=1 ]==

2  С
1=0

Наконец в случае у = 1 приходим к формуле

ґу

і (І  =  1 ,2 ,3 ,...),
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где У1,У2 — первьіе две из функций А.Н. Крьілова

У (£ ) =  +  008 £ ), Уі (£ ) = 2 (§Ь  £  + 8ІП £ ) .

Для примера на рис. 3 изображеньї графики законов первьіх трех форм главньїх ко­
лебаний для случая а  = 0 ,4  .

5. Вьіводьі и перспективи дальнейшего исследования. Основьіваясь на ранее 
полученньїх автором представлениях для параметров поперечних колебаний стержня с 
произвольной непрерьівной поперечной жесткостью и произвольной непрерьівной погон- 
ной массой, исследованьї колебания консольного усеченного клина с учетом внешних и 
внутренних сопротивлений. Определен спектр частот и вьіписаньї формульї для главньїх 
форм свободньїх колебаний усеченного клина. На данном примере апробирован новьій 
метод исследования поперечньїх колебаний стержней. Сравнение полученньїх результатов 
с ранее известньїми значениями указьівает на вьісокую точность метода.

Представляются перспективньїми такие направления деятельности:
•  внедрение результатов статьи в практику проектирования реальньїх обьектов;
•  применение нового метода к исследованию стержней с другими встречающи- 

мися на практике непрерьівньїми переменньїми законами изменения поперечной жестко- 
сти и погонной массьі.
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