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Одеська державна академія будівництва та архітектури

ТОЧНИЙ РОЗВ'ЯЗОК ДИФЕРЕНЦІАЛЬНОГО РІВНЯННЯ 
ВИМУШЕНИХ ПОЗДОВЖНІХ КОЛИВАНЬ СТЕРЖНЯ 
З ДОВІЛЬНИМИ НЕПЕРЕРВНИМИ ПАРАМЕТРАМИ

Розглядаються вимушені поздовжні коливання стержня з довільною неперервною поздовжньою 
жорсткістю і довільною неперервною інтенсивністю розподіленої маси при гармонічному навантаженні, з 
урахуванням сил опору. Знайдено точний розв'язок відповідного диференціального рівняння коливань в частинних 
похідних. Як наслідок, в аналітичному вигляді отримано формули для динамічного переміщення та динамічної 
поздовжньої сили в довільному перерізі стержня.

Ключові слова: стрижень, безперервні параметри, поздовжні коливання, безперервна маса, безперервна 
жорсткість, точне рішення.

У. 8. КШТП
Ойе§§а 81а1е Асайету о£ соп§1гис1іоп апгі агсЬіІесІиге

ТНЕ ЕХАСТ 8ОШ ТІОК ОР ТНЕ БІРРЕКЕІЧТІАЬ ЕОБАТІОК ОР РОКСЕБ 
ЬОКСІТШ Ш АЬ УІВКАТЮК§ ОР А КОБ Ш Т Н  АКБІТКАКУ СО1ЧТЮТОБ8 РАКАМЕТЕК8

Ше сопзііег/огсе і ІопдііиііпаІ уіЬгаііопз о /а  соге тіік апу сопііпиош ІопдііиііпаІ гідііііу а п і апу сопііпиош іпіепзііу о / 
іізігіЬи іеі тазз тіік а кагтопіс Іоаі, іакіпд іпіо ассоипі іке /огсез о / гезізіапсе. Тке ехасі зоІиііоп о / ік е  соггезропііпд іі//егепііаІ 
едиаііоп о / ік е  уіЬгаііопз іп рагііа! іегіуаііуез т аз/оипі. Лз а гезиіі, ап апаїуіісаі Іоок о //о гт иіаз/ог іке іупат іс іізріасетепі а п і  
іупат іс ІопдііиііпаІ/огсе іп апу зесііоп о /ік е  соге теге іегіуеі.

Кеутогіз: гой, сопііпиоиз рагатеіегз, ІопдііиііпаІ озсіІІаііопз, сопііпиоиз тазз, сопііпиоиз гідіїіііу, іке ехасі зоІиііоп.

Вступ. Серед коливальних систем особливої уваги заслуговують стержні зі змінними параметрами. 
Такі стержні часто застосовуються в літакобудуванні, суднобудуванні, містобудуванні, при будівництві 
телевізійних веж, димових труб, опор ліній електропередач і т.п. Тому дослідження коливань таких об’єктів 
є важливою науковою та практичною проблемою.

Однак в процесі досліджень часто виникають проблеми, зумовлені складністю побудови точних 
розв’язків відповідних диференціальних рівнянь зі змінними коефіцієнтами. З одного боку, зрозуміло, що 
саме точні розв'язки таких рівнянь несуть в собі інформацію якісного характеру і формують найбільш повну 
картину даного явища. З іншого боку, точні розв’язки в теорії коливань являють собою рідкісний виняток.

Отже тут ми стикаємось із відомою математичною проблемою -  відсутністю універсального методу 
прямого інтегрування звичайних диференціальних рівнянь зі змінними коефіцієнтами. Але відсутність 
методу не означає, що такі рівняння взагалі не мають аналітичного розв'язку, як це стверджується в роботі 
[4]. Прикладом наявності аналітичного розв’язку може слугувати публікація [3]. В якості ще одного 
прикладу виступає дана робота.
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Стаття присвячена невирішеній до цього часу проблемі -  побудові точного розв'язку 
диференціального рівняння вимушених поздовжніх коливань стержня з довільними неперервно- 
розподіленими параметрами та з урахуванням сил опору, що є актуальною науковою та практичною 
проблемою. Також актуальність роботи полягає в тому, що на прикладі вказаного рівняння розкривається 
суть нового методу прямого інтегрування звичайних диференціальних рівнянь зі змінними неперервними 
коефіцієнтами.

Аналіз останніх досліджень і публікацій. Проблемі коливання стержнів присвячено велику 
кількість робіт, що зумовлено її актуальністю та практичною значимістю. Серед сучасних публікацій варто 
відзначити роботи [1, 5, 7-17]. При цьому значна увага приділяється коливанням стержнів зі змінними 
неперервними параметрами [1, 5, 12, 14, 15]. Всупереч тому, що точні розв’язки мають безсумнівну 
перевагу, вони зустрічаються всього для декількох видів стержнів. Фактично мова йде про випадки, коли 
коефіцієнти відповідних диференціальних рівнянь змінюються за біноміальними законами [1, стор. 344, 361;
8, стор. 627; 12, стор. 86]. Тоді сам розв'язок виражається через функції Бесселя. Для загального випадку 
констатується, що аналітичні розв’язки невідомі [1, стор. 344], або відзначається, що знайти їх не 
представляється можливим [15, стор. 265]. Тому переважно дослідження ґрунтуються на різного роду 
наближених методах.

Отже аналіз сучасних публікацій свідчить про 
актуальність розробки універсального методу 
інтегрування диференційних рівнянь зі змінними 
неперервними коефіцієнтами та побудови точних 
розв’ язків для конкретних рівнянь коливань.

П остановка завдання. Будемо розглядати 
вимушені поздовжні коливання стержня. Відповідна 
розрахункова схема зображена на рис. 1.

Відомо [1, 14], що диференціальне рівняння 
вимушених поздовжніх коливань стержня з урахуванням 
сил опору в загальному випадку записується так

-Ц х ( Е (х )Р (х ) |ц ^  + т(х)-ІЦ - + р (х ,ґ) -  г (х, ґ) = д (х ,ґ) , (1)

де Е  (х) Р  (х) -  поздовжня жорсткість в точці х ;

Е  (х ) -  модуль пружності матеріалу стержня;

Р  (х) -  площа поперечного перерізу стержня;

т (х ) = р ( х )Р (х) -  інтенсивність розподіленої маси в точці х ;

р (  х) -  щільність матеріалу стержня;

р(х, ґ) -  інтенсивність сил зовнішнього опору;

г (х, ґ) -  інтенсивність сил внутрішнього опору;

^  (х, ґ) -  інтенсивність повздовжнього динамічного навантаження;

и (х, ґ) -  невідома функція -  поздовжнє переміщення перерізу з координатою х в момент часу ґ .
Надалі вважаємо, що діюче на стержень динамічне навантаження є гармонічним, тобто 

д(х,ґ) = д (х)8ІпО ґ, де ^ (х) -  довільна неперервна амплітудна функція; О -  частота змушувальної сили.
Для зовнішнього тертя приймаємо гіпотезу, за якою сила опору пропорційна масі стержня і 

швидкості [1, стор. 269 ], а внутрішнє тертя будемо враховувати за гіпотезою Кельвіна -  Фойхта [1, стор. 
270], згідно якій сила внутрішнього опору пропорційна швидкості деформації. В такому випадку рівняння 
(1) приймає вигляд

- і х ( Е(х)Р(х) і ) + т(х) д- ^ + а т (х )  І  ~ р ~ к с  1Е(х)Р(х) 1 ) = 9(х)8ІпОґ. (2)
де а ,@ -  сталі коефіцієнти зовнішнього і внутрішнього тертя відповідно.

Ставиться завдання:
- знайти точний розв'язок диференціального рівняння (2) з довільними неперервно- 

розподіленими параметрами Е (х)Р (х), т (х ) , д(х) ;
- отримати точні формули для динамічного переміщення та динамічної поздовжньої сили;
- розкрити суть методу прямого інтегрування звичайних диференціальних рівнянь з 

неперервними коефіцієнтами.
Результати. Розв'язок рівняння (2) будемо шукати з узагальненим розподілом змінних

и (х, ґ) = м1(х)8ІпОґ + и2(х)со8О ґ, (3)

де и1 (х), и2 (х) -  невідомі функції, залежні тільки від змінної х . Тоді для динамічної поздовжньої сили 
за відомою формулою [1]

Рис. 1. Розрахункова схема стержня при поздовжніх

24 ИегаМ о/КНтеїпуізкуі паіїопаї ипіуегзііу, Іззие 6, 2015 (231)



Технічні науки ^55N 2307-5732

будемо мати

N  ( х, , ) -  £  ( х) Р  ( Х,| £  + р ^

N (X, і) -  Л^(х)(8ІПв і  + Р+С0 8 +і) + N 2(х)(С0 8 в і  -  р в 8 іп в і) (4)
де

N ] (х) -  Е (х)Р  (х)и ' (х) (і  -  1,2). (5)

Як видно, динамічні параметри стержня и(х, і), N (х,і) повністю будуть визначатися функціями 
и} (х), N } (х) (і  -  1, 2 ) ,  які назвемо складовими для своїх динамічних параметрів.

Здійснивши в рівнянні (2) підстановку (3) та зібравши там подібні при тригонометричних функціях,
маємо

[(£ (х)Р (х)и'1(х))' + в 2т(х)и1(х) +авш (х)и2(х) -  р в (Е (х )Р (х)и'2(х))' + д(х)^8Іп ві +

+ [ (£ (х)Р (х)и'2(х))' + в 1т(х)и2(х) -а в т (х )и 1(х) + р в (Е (х)Р (х)и[(х))'^С08 ві -  0.

Отримане рівняння повинно задовольнятись для любого значення і , що можливо тільки у випадку 
рівності нулю множників при функціях 8Іп в і  і С08  в і . В підсумку приходимо до системи диференціальних 
рівнянь

(  1 - Р в Л ( (Е (х)Р (х)и '(х))'^  (  в  а"\(и1( х ) \  ( д(х)^

1 (Е  (х) Р  (х)и2 (х))'
-  вт ( х)

- а V иі(. х). 0
(6 )

Матриці, що фігурують в запису системи, єдиним перетворенням подібності приводяться до 
діагонального виду:

в
*Р- ( 1 + ір в  0 > в  а

оЙ7<$>

£ -1 £  - ; £ -1 £  -
Р  1 ) в-0 ~а  в ) 0 в +  іа  ф

де £  - 1 1
- і  і і -  уявна одиниця. Внаслідок цього, після заміни

( и, (х) ̂  (  2(х) ̂
1 -  £

и2( х) 2 (х)
система (6 ) зводиться до двох самостійних рівнянь

(1 + ір в )(Е (х )Р (х)2 '(х))' + в (в  -  іа )т (х ) 2 (х) -  - Ч( х)

(1 -  ір в )  | Е (х)Р (х)2 (х) 

відносно нових невідомих функцій

+ іа )т (х)2 (х) -  -  ^ (х)

( Л м1(х) + іи2(х) - (—) м1(х )- іи2(х)
£  І *Л- і —  ^  І *Л- і —  "

(7)

(8 )

(9)
2 2

Важливо зазначити, що будь-яке з двох рівнянь (7), (8 ) можна отримати комплексним спряженням 
іншого. Отже, якщо 2 (х) -  розв'язок першого рівняння, то розв’язком другого буде 2 (х ) , і навпаки. Тому в 
подальшому є сенс розглядати тільки одне з цих рівнянь.

Виберемо для подальшого розгляду рівняння (7), яке перепишемо так
д( х)

(Е (х)Р (х)2 '(х))' + Я т (х ) 2 (х) -  -
2(1 + ір в ) ' ( 1 0 )

де І 2 -<
1 -  і а /в  
1 + ір в

. Запишемо також систему диференціальних рівнянь, рівносильну даному рівнянню

й2  (х) 
йх

-  Р (х)2  (х) -  І (х ). ( 1 1 )

В цій системі вектор невідомих, матриця коефіцієнтів та вектор правої частини мають вигляд:
(  - 1 ^

2  (х) - І Е М Р Ш '(х) 1; Р(х) -
0

Е  ( х)Р  ( х)
-Я  т(х) 0

І  (х) -
д(х) ( 0

2(1 + ір в ) V1

Для побудови точного розв'язку рівняння (10) застосуємо метод прямого інтегрування, суть якого 
вперше було викладено в роботі [3]. Згідно з цим методом, розглянемо три нескінченних системи поки що 
невідомих функцій ап 0(х), апк(х) (п - 1,2,3) (к -  1,2,3,...), які вважаємо неперервними разом зі своїми

першою та другою похідними. Дотримуючись термінології, що була прийнята в [3], функції ап 0(х) будемо
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називати початковими. а апк (х) -  твірними.

Створимо за допомогою введених функцій та їх похідних ряди по степеням параметра - X :

Пп (х) = ап,0( х ) - Х  ап,1(х) + Х  ап,2( х ) - Х  ап.3(х) + •" ; (12)

и'п (х) = аП.о( х ) - Х  аП.1(х)+ Х а П,2( х ) - Х  аП.з(х )+•••; (13)

(Е (х)Р (х Щ  (х))' = (Е (х)Р(х)аП о (х))' -X 2 (Е(х)Р(х)а'„ , (х))' +
4 6 ’ ’ (14)+ Х  (Е (х)Р  (х)а’п2 (х))' -  X  (Е  (х) Р  (х)а'п3 (х))' + • • •.

Поки припускаємо. що всі ряди рівномірно збігаються на відрізку х є  [0.1 ].
Функції перших двох систем ап 0(х), апк(х) (п = 1,2) (к = 1.2.3....) знайдемо із умови. що 

Пп (х) (п = 1.2) задовольняє однорідному рівнянню. яке відповідає (10). тобто

(Е (х)Р (х ) ^ ( х ) ) ' + Х т (х )Ц ,(х )  = 0 (п = 1.2) . (15)
Функції третьої системи а30(х). а3к (х) (к = 1.2.3....) будемо шукати із умови. що

и  *(х) = -  1 и з (х) задовольняє неоднорідному рівнянню (10). тобто 
2(1 + І рО)

(Е (х)Р(х)П'3(х))' + X  ш (х)П 3 (х) = д(х) . (16)

Підставляючи в (15). (16) замість Пп(х). (Е (х)Р (х) П'п(х))' (п = 1.2.3) відповідні їм ряди (12). (14). 

приходимо до наступних рівностей. що повинні задовольнятись для любого значення параметра -X 2:
да

(Е (х)Р ( х ) а ^ х ) ) ' + £ (-1)кХ к [(Е (х)Р (х)а!пк(х))' - т (х)апк_х(х ) ] = 0 (п = 1.2);
к=1

да
(Е (х) Р (х ) а3.0 (х))' -  Ч(х) + X  (-1)Х2к [ (Е (х) Р (х ) а3.к (х))' -  т (х )  а3.к-1 (х) ]  = 0 .

к=1
Прирівнюючи в цих рівностях до нуля всі коефіцієнти при степенях - X . включаючи нульову 

степінь. будемо мати:
(Е (х) Р  (х) < 0 (х))' = 0 (п = 1.2); (17)

(Е (х) Р  (х) а3.0(х))' = ? (х ) ; (18)

( Е ( х ) Р ( х ) ( х ) ) ' = т (х )а „.к-1(х) (п = 1.2.3) (к = 1.2.3....) . (19)
Отже. для знаходження початкових та твірних функцій маємо диференціальні рівняння. Виписуючи 

фундаментальну систему функцій однорідного рівняння (17) та частинний розв'язок неоднорідного рівняння 
(18). визначаємо початкові функції

а1.0(х) = !. а2.0(х) = } Е (х)1Р (х) ^  а3.0(х) = } Е (х Р̂ (х) 1 9 (х )^ х  . (20)

Перед інтегруванням рівняння (19) задамо граничні умови
а„.к(0) = Е (0)Р (0 )< к (0) = 0 (п = 1.2.3) (к = 1.2.3....). (21)

Тоді для твірних функцій знаходимо

апк (х) = 1 Е (х)Р (х) 1 т (х)апк-1 (х )^х^ х (п = 1.2.3) (к  = 1.2.3....). (22)

Таким чином. знайдено рекурентну формулу. яка дозволяє кожній початковій функції ап0(х)

поставити у відповідність свою нескінченну систему твірних функцій ап к (х ) . Для таких функцій рівності

(15). (16) задовольняються за побудовою.
Формулу (22) можна також представити в розгорнутому вигляді

лп ,к(^  = і  Е  (х)1Р  (х) і  т ( ^  .. і  Е  (х)1Р  (х) і  т(х)ап0(х) ^  ^  . (23)

Кількість інтегралів в даній формулі. без врахування інтегралів. через які визначені початкові 
функції. дорівнює 2к .

Доведемо тепер. що ряд (12) рівномірно збігається. Вводячи позначення

Я  = таХ хє[0.1 ] т (х )  . Я2 = таХ хє[0.1 ] Е (х)1Р (х) . К  = таХ хє[0.1] |а „.0(х)| .

за допомогою (23) отримаємо оцінки

К к (х)| ^  К (Я 8 і )
0 0 0 0

Тоді для ряду із модулів будемо мати

х х  х х

Л Я  дхйх... йхйх\
2к

к= К  ( Я2)к------- (к = 1.2.3....).
(2к)!

26 ИегаМ о/Кктеїпуізкуі паіїопаї ипіуегзііу, Іззие 6, 2015 (231)



Технічні науки ^55N 2307-5732

| а„,с( х)| + \Я2 а п1( х) +  Я2 а п1( х) +—  < Н, 1 + 8 і8 2 Я ~  + (8 і8 2)2 Я  ~~4\ + '

Отже, с точністю до множника Нп , в ролі мажоранти тут виступає елементарна функція 

с Ь ^ д гд 2Я х . Тим самим доведено, що ряд (12) збігається абсолютно і рівномірно на відрізку х є  [0, /].

Абсолютна і рівномірна збіжність ряду (13) доводиться аналогічно. Збіжність ряду (14) взагалі не 
потребує доведення, оскільки він згідно з тотожностями (15), (16) відрізняється від ряду (12) тільки 
множником та скалярним доданком. Як наслідок, ряди (12), (13) можна почленно диференціювати, а це 
означає, що вибрані раніше позначення V ' (х) і (Е (х)Р (х) П'п(х))' для рядів (13) і (14) законні.

Кожному із розв’язків Пп (х) (п = 1,2) однорідного рівняння, що відповідає (10), поставимо у 
відповідність вектор

Ф (  х) = 1 (х) І (п = 1,2) •
Л >  ' Е (х)Р (х )П '( х ) у

(24)

Безпосередньою підстановкою легко впевнитись, що такі вектори будуть розв’язками однорідної 
системи диференціальних рівнянь, що відповідає системі (11). Тоді матриця, складена із цих векторів

ґ  „  , . А
Л( х) = (25)

и  1( х) и  2( х)

Е  (х) Р  (х)П[ (х) Е  (х) Р  (х)П  2 (х)
V і

також буде задовольняти вказаній системі.
Знайдемо значення матриці Л(х) в точці х = 0 . Для цього спочатку виведемо формулу для вектора 

Фп(0) (п = 1,2). Вважаючи х  = 0 в формулах (12), (13) та враховуючи граничні умови (21), отримуємо

V* (0) А ґ  аи,0 (0) А
Фя(0) =

Е (0)Р  (0 )и 2 (0)
п,0

Е  (0)Р (0) а ' 0(0)
(п = 1,2).

Звідси, врахувавши (20), знаходимо Ф;(0) = ( 0 1, Ф2(0) = ї 0 і, як наслідок,

Л(0) = 1 0 
0 1 (26)

Зважаючи на нерівність |Л(0)| = 1Ф 0 заключаємо, що вектори (24) лінійно незалежні [6 , стор. 186],

тобто матриця (25) являє собою фундаментальну матрицю системи. Як відомо [2, стор. 405], 
фундаментальна матриця, яка задовольняє умові (26), знаходиться однозначно і називається матрицантом.

За допомогою частинного розв'язку П ,(х) рівняння (10) створимо вектор

Т,<х) = ґ А = _____ ї  Ь >(Г ) ' І ,
^  ї Е (х)Р (х)П2 (х )І 2(1  + ір в )  VЕ (х)Р (х ) ^ 3  (х )І ’

який буде частинним розв’язком системи (11), в чому легко переконатись безпосередньою перевіркою. Для 
цього вектора, враховуючи (21), та приймаючи до уваги, що а3 0 (0) = Е (0)Р(0) а3 0 (0) = 0 , знаходимо

1 ґ Ц ( 0 ) 1 = ї  0  ̂
, 0 і

^ . ( 0 )  = - -
2(1+ ір в )  V е  (0)Р  (0 )и  3(0),

Скориставшись тепер відомою формулою [6 , стор. 185], легко виписати загальний розв'язок системи
(11)

2  (х) = Л ( х) 2  (0 ) + Т „( х ).

З іншого боку, враховуючи (5), (9), для вектора 2  (х) можемо записати

2  (х)

(27)

2  (х) =
/'и1 (х) + іи2( х) 

N  (х) + іН2 (х)
(28)

кЕ( х) Р  (х) 2 '(х))  2

Переписуючи тепер матричну рівність (27) в розгорнутому вигляді та враховуючи при цьому (28) 
приходимо до формул:

Щ (х) ,
и1 (х) + іи2 (х) = (и1 (0) + іи2 (0 ))^1 (х) + (N  (0) + іН2 (0 ))^2 (х) -

1 + ір в
(29)

V 3 (х)N  (х) + іН2 (х) = Е (х)Р (х) V(и (0) + іи2 (0))Ц'(х) + (N  (0) + іН2 (0))П2 (х) - т+ р . (30)

Таким чином, знайдено комплексні функції, дійсною частиною яких є складові и1 (х), N  (х ) , а в ролі 

уявної частини виступають складові и2 (х), N  (х ) . Відповідно з цим будемо розрізняти дійсні та уявні 
складові динамічних параметрів.

2 4
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Виходячи з рівності Пп (х) = Ке Пп (х) + і І т  Пп (х) (п = 1,2,3), відокремимо в правих частинах формул 
(29), (30) дійсну і уявну частину. В підсумку, для дійсних складових динамічних параметрів отримаємо:

М (х) = их (0) Ке П1 (х) + N  (0) Ке П2 (х) -

К е ^ 3(х) + р в Іт П 3(х) (31)
—м2 (0) І т  V, (х) -  N 2 (0) І т  П2 (х) -  -

# 1( х) = Е  (х) Р  (х)
и1 (0) Ке и [(х )+N 1 (0) Ке и'2 (х)—

—и2(0)ІтЦ '(х) — N 2{0)Iт^'2 (х) —

1 + Р 2в 2

Ке Ц' (х) + р в  І т  Ц' (х)
1 + р 2в 2

Для уявних складових динамічних параметрів будемо мати
м2 (х) = м2 (0) Ке (х) + N 2 (0) Ке П2 (х) +

І т  и 3(х )—р в  Ке и 3(х ) ;
+М (0) І т  и х (х) + N  (0) І т  П 2 (х) — -

1 + р 2в 2

(32)

(33)

N 2( х) = Е  ( х) Р  ( х)
м2 (0) Ке П'(х) + N  2 (0) Ке ц '  (х) + 

+м1 (0) І т  П[(х) + N 1 (0) І т  V  2 (х) —
І т  V 3'(х) — р в  Ке V 3(х) (34)

1 + р 2в 2
Для повної визначеності осталось відокремити в явному вигляді дійсні і уявні частини для функцій 

Пп (х) (п = 1,2,3). Для цього представимо число X2 в тригонометричній формі. Виходячи з 

тригонометричної форми запису чисел 1 — і а / в  та 1 + і р в , для числа X2 будемо мати

X  = в 1 і а І в  = в \

де

1 + ір в  V 1 + р в  

у  = агсІ§ а / в  + агсІ§ р в  . Тоді за формулою Муавра

1 + ( а /в Г
—  ,2 2 ( с о у  18шу) !

1 2к = в 2 к

к_
^ 1 + ( а / в ) 2 ^2 

1 + р 2в 2
(со8 к у  — і 8ІП к у ) . (35)

В результаті, виходячи з (12), (35), приходимо до необхідної форми запису
да

и п (х) = «и,0 ( х) + X  (— !)к Х2Ч ,к  (х)= 
к=1

да да
= ап,0 (х) +  X  (— !)к @2к со® к у  уп к (х) — іX  (— 1)к ©2к 5ІП к у  апк (х) (п = 1,2,3),

(36)

де © = в і
1 + ( а / в ) 2

1 + р 2в 2
Таким чином, формулами (3), (4), (31)- (34), (36) повністю визначені динамічні параметри стержня. 

Зокрема, знайдено точний розв'язок рівняння (2). Довільні константи в формулах (31) -  (34) представлені у 
вигляді начальних значень дійсних та уявних складових динамічних параметрів (початкові параметри). 
Вказані константи при розв’язанні конкретних задач знаходяться із граничних умов на кінцях стержня. 

Наприкінці вкажемо на рівносильну форму запису формул (3), (4):

М2 (х) + м̂  (х ) , 8и (х) = атсІ§ 2 ) ;
М (х )

N  (х, І) = N  (х) 8Іп (вІ + 8„ (х )) ,

N  (х) = д/ (N  (х) — р в N 2 (х))2 + (N 2 (х) + р вИ , (х))2,

8 М  ^ ^ х )  + р ^ ( х)
8  (х) = аГс1§ ^ (  х) — р вМ 2( х).

Під час дослідження коливань такі формули зручніші, оскільки в них явно виділені амплітудні 
функції своїх динамічних параметрів.

Висновки. В роботі знайдено точний розв'язок диференціального рівняння вимушених поздовжніх 
гармонічних коливань стержня з довільними неперервними параметрами та з урахуванням сил опору. В 
аналітичному вигляді отримано формули для динамічних коливань та динамічних внутрішніх зусиль, що відкриває 
перспективу створення нового методу дослідження поздовжніх коливань стержня. Для цього достатньо вказати 
ефективний метод чисельної реалізації знайдених точних формул, чому планується присвятити наступну статтю.

Подальші перспективи також пов’ язані із можливим застосуванням нового методу прямого 
інтегрування до інших диференціальних рівнянь механіки зі змінними неперервними коефіцієнтами.
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ЗАСОБИ АВТОМАТИЗАЦІЇ РОЗРАХУНКІВ ПАРАМЕТРІВ ЗАТИСКНИХ 
ПРИСТРОЇВ ДЛЯ ТЕХНОЛОГІЧНИХ ОПЕРАЦІЙ МЕХАНІЧНОЇ ОБРОБКИ

В роботі представлені комп'ютерні програми, які дозволяють розраховувати величину сили закріплення 
та вихідне зусилля у  затискних пристроях гвинтового, ексцентрикового та комбінованого типів, що 
використовуються під час проектування верстатних пристосувань. Розглянуті програми мають зручний 
інтерфейс, містять великий набір схем різання та закріплення заготовок, а також довідникові дані, що підвищує 
ефективність опрацювання вхідних даних та отримання значень конструктивних параметрів верстатних 
пристосувань.

Ключові слова: механічна обробка, заготовка, затискний пристрій, комп'ютерна програма.

О.У. РЕТКОУ, 8.І. 8ЦКНОКЦКОУ, М.У. ТКОРУМСШК, У.А. РОБОЬУАК
Уіппуікіа №ііопаі ТесЬпісаі Ипіуегеііу, Икгаіпе

АЦТОМАТІОК ТООЬ8 РОК САЬСБЬАТШС РАКАМЕТЕК8 ОР СЬАМРШС БЕУІСЕ8 РОК МАСНШШС 
РКОСЕ88Е8

АЬз(гас( -  ТНе рарег ргезеп(з зо/(шаге (На( епаЬіез сотриіаііоп о/(Не Ноійіпд/огсе уаіие апй оиіриі/огсе іп сіатріпд йеуісез 
о/зсгеш, ессеп(гіс апй сотЬіпей (урез, шНісН аге изей /ог йезідпіпд тасНіпе-(ооі ассеззогіез. ТНе ргезеп(ей зо/Шаге Наз изег-/гіепйіу 
іп(ег/асе, а шійе гапде о/си((іпд апй шогкріесе НоМіпд зсНетез аз шеіі аз ге/егепсе йа(а, шНісН іпсгеазез (Не е/рсіепсу о / іпі(іаІ йа(а 
ргосеззіпд апй оЬ(аіпіпд (Не уаіиез о/йезідп рагате(егз о/тасНіпе-(ооІ ассеззогіез.

Кеушогйз: тасНіпіпд ргосезз, шогкріесе, сіатріпд йеуісе, зо/(шаге.

Вступ
Під час виконання будь-якої технологічної операції використовується різноманітне оснащення, 

наприклад: пристосування, допоміжні інструменти, транспортне і завантажувальне оснащення та ін. Без 
застосування технологічного оснащення у виробництві обійтися практично неможливо. Причому це
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