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ЗАДАЧА ЭЙЛЕРА В СЛУЧАЕ НЕПРЕРЫВНОЙ ПОПЕРЕЧНОЙ ЖЕСТКОСТИ 
(продолжение) 

Рассмотрена задача устойчивости равновесия упругого неоднородного прямого стержня перемен-
ного поперечного сечения для пяти а\учаев идеальных граничных условий. Построено точное решение 
дифференциального уравнения равновесия стержня четвертого порядка. В явном аналитическом виде 
записаны характеристические уравнения и формулы для искривленных форм равновесия стержня. Пред-
ложен метод отыскания критических сил, пригодный для любой непрерывной поперечной жесткости. 

Kii/очевые слови: устойчивость, стержень, переменная жесткость, точное решение, критическая 
сила. 

Статья посвящена задаче устойчивости равновесия стержня и является продолжением ранее 
опубликованной работы [1 ]. Объектом исследования является упругий, вообще говоря, неоднородный 
прямой стержень переменного поперечного сечения длины /, сжатый осевой продольной постоянной 
силой N и свободный от внешних изгибающих воздействий. Общей конечной целью двух публикаций 
является исследование всех возможных шести случаев идеальных граничных условий, что по замыслу 
должно придать определенную завершенность рассматриваемому вопросу. Поскольку ранее в [1J был 
рассмотрен только случай шарнирного опирания концов стержня, то круг новых вопросов, 
дополняющих первую статью, сводится к рассмотрению остальных пяти случаев. Метод исследования в 
обеих работах один и тот же. Это метод прямого интегрирования дифференциального уравнения 
равновесия. Однако в отличие от первой работы, где можно было использовать уравнения равновесия 
второго порядка, здесь приходится иметь дело с уравнением четвертого порядка. Вместе с тем, общие 
интегралы этих уравнений взаимосвязаны и выражаются один через другой. Поэтому предлагаемые 
здесь решения были бы невозможны без результатов работы [1J. 

Постановка задачи 
Будем придерживаться принятых в [1] представлений для момента инерции J ( x ) - J 0 \ \ i ( x ) ,  модуля 

упругости Е { х )  —  Е 0  ф(х) и поперечной жесткости стержня E ( x ) J ( x ) =  E 0 J 0 A ( x ) ,  где J a  и Е { ]  — 
некоторые постоянные момент инерции и модуль упругости, а \|/(х) и ф(лг) — безразмерные функции, 
у4(л') = \|/(х)ф(х). 

В общем случае, при любых граничных условиях, дифференциальное уравнение равновесия 
стержня в искривленном состоянии имеет вид [2—4] ( E ( x ) J ( x ) y " ( x ) ) "  +  N  у " ( х )  —  0, или 

{ А ( х ) у \ х ) ) " + Р у ' \ х )  =  0, (1) 

где у ( х )  — неизвестная функция, представляющая собой поперечное перемещение (прогиб) сечения 

стержня в точке х ,  Р = -~-. Как известно [4], эго уравнение определяет линеаризованную 
о _ 

постановку задачи устойчивости равновесия сжато-изогнутого стержня. Далее рассматривается 
ситуация, когда жесткость является произвольной непрерывной функцией, отличной от нуля всюду на 
отрезке хе [0,/]. 

Ставится задача: для случая произвольной непрерывной поперечной жесткости требуется 
построить точное решение дифференциального уравнения равновесия стержня (1); выписать 
характеристические уравнения для продольной силы, соответствующие разным случаям граничных 
условий; указать способ определения значений продольной силы, при которых возможны смежные 
искривленные формы равновесия стержня, а также выписать уравнения, которыми эти формы 
определяются. 

Результаты 
Точное решение дифференциального уравнения равновесия стержня. В частном случае, когда концы 

стержня шарнирно оперты, вместо дифференциального уравнения четвертого порядка {!), обычно 
используют уравнение равновесия второго порядка, которое с учетом принятых выше обозначений 
имеет вид [5, 6| 

А { х ) у " ( х )  + Р у ( х )  =  0 .  ( 2 )
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